PROPRIETES MATHEMATIQUES DE MODELES
GEOPHYSIQUES POUR L’ABSORPTION DES ONDES.

APPLICATION AUX CONDITIONS DE BORDS
ABSORBANTS.

Mathieu FONTES






Table des matieres

Introduction

1 Quelques outils mathématiques
1.1 Notations et espaces fonctionnels utilisés . . . . . . . ... ... ... ... ..
1.2 Systemes hyperboliques a coefficients constants . . . . . . ... ... ... ..
1.3 Théoreme de Hille-Yosida . . . . . . . . . . . . .. .. .. . ... ...
1.4 Inverse explicite d’une matrice tridiagonale . . . . ... ... ... ... ...
1.5 Généralités sur les opérateurs pseudo-différentiels . . . . . . . . ... ... ..

2 Les équations de Maxwell
2.1 Présentation des équations de Maxwell . . . . . . . .. ... ... ... ....
2.2 Lien avec I’équation desondes . . . . . . . . . . ... oL
2.3 Résolution des équations de Maxwell par ondes planes . . . . . ... ... ..
2.4 Ondes transverses électriques et transverses magnétiques . . . . . . . . . . ..
2.5 Réflexion et transmission . . . . . . . . . . . ...

3 Equations de Maxwell en milieu absorbant semi-infini

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . e
3.2 Présentation du modele étudié . . . . . ... ... oL
3.3 Caractere bien posé . . . . .. Lo

3.3.1 Imtroduction . . . . . . . ... .. ..

3.3.2 Existence et unicité de la solution . . . . . .. ... ... ... ....
3.4 Conditions aux limites artificielles . . . . . . ... ... ... ... ......
3.5 Complément : valeurs propres de la matrice M . . . . . ... ... ... ...

4 Equations de Maxwell dans des couches fortement absorbantes
4.1 Caractere bien posé . . . . . ..o
4.2 Comportement en temps long . . . . . . . . ... Lo
4.2.1 Introduction . . . . . .. .. L
4.2.2 Résulats préliminaires . . . . . . . .. L Lo oo
4.2.3 Analyseentempslong . . . . .. ... ... L.
4.3 Stabilité exponentielle . . . . . ...
4.3.1 Résultat préliminaire . . . . . . . . ... L oo
4.3.2 Présentation du modele étudié . . . . ... ... oL
4.3.3 Etude de Pénergie . . . . . . .
4.3.4 Complément . . . . . . . . L

13
13
15
16
17
20

23
23
24
24
25
25

29
29
32
32
32
33
36
46

47
47
52
52
54
56
60
60
61
61
70



5 Application aux Perfectly Matched Layers 7T

5.1 Introduction . . . . . . . . . . e e 77
5.2  Analyse du modele par ondes planes . . . . . ... ... 79
5.2.1 Définition . . . . . . . . . 79
5.2.2  Analyse du modele a coefficients constants . . . . . . . ... ... ... 79
5.2.3 Analyse du modele a coefficients variables . . . . . . . . ... ... .. 86
5.3 Formulation du modele PML . . . . . ... ... ... ... ... ... 90
5.4 Remarques sur le modele PML construit . . . . . . ... ... ... .. .... 92
5.4.1 Comparaison avec un modele existant . . . . . . . .. ... ... ... 92
5.4.2  Recherche d’'un autre tenseur [v] convenable . . . ... ... ... .. 92
5.4.3 Variantes . . . . . . . . L e 93
5.5  Propriétés mathématiques du modele PML . . . . .. ... ... ... .. .. 96
5.5.1 Imtroduction . . . . . . . . .. ... 96
5.5.2 Existence et unicité de la solution PML . . . ... ... ... ... .. 96
5.5.3 Vérification des hypotheses dans le cadre PML . . . . . ... ... .. 101
6 Résultats numériques 105
6.1 Modele numérique . . . . ... oL oL 105
6.2 Simulations numériques . . . . . . ... 109
7 Couplage CLA-PML sur un modéle 2D existant 127
7.1 Introduction . . . . . . . . . .. 127
7.2  Conditions aux limites artificielles sur un modele PML 2D . . . . .. ... .. 127
7.2.1 Présentation du modele étudié¢ . . . . ... ... ... ... ... 127
7.2.2 Construction des conditions aux limites artificielles . . . . . . . .. .. 128
7.3 Analyse delastabilité . . . ... ... ... 132
7.3.1 Une premiere approche . . . . .. .. ... .. ..o, 132
7.3.2 Complément . . . . .. . ... 136
7.4 Analyse par ondes planes des conditions aux limites . . . .. ... ... ... 138
7.4.1 Calcul des champs dans la couche absorbante . . . . . ... ... ... 138
7.4.2 Calcul du coefficient de réflexion . . . .. . ... . ... ... ..... 140
7.4.3 Comparaison avec une condition aux limites usuelle . . . .. ... .. 142
8 Etude d’un modéle PML 2D existant pour 1’élastodynamique 143
8.1 Présentation succincte des équations de I’élastodynamique . . . . . . . . . .. 143
8.2 Intérét et contexte de la simulation numérique en élasto-dynamique dans le
domaine de la géophysique . . . . . . . .. ..o 146
8.3 Modele PML utilisé pour notre étude . . . . . . . . ... ... ... ... ... 147
8.4 Caractere bien posé et stabilité du modele PML . . . . . . .. ... ... ... 148
8.4.1 Caractere bien posé du modele PML . . . . . . ... ... ... .... 148
8.4.2 Stabilité du modele PML . . . . . .. ... ... ... ... .. 151
8.5 Modele discret . . . . . .. e 154
8.6 Calcul des coefficients de réflexion . . . . .. ... ... ... ... ...... 155
8.6.1 Relation de dispersion dans le milieu physique . . .. ... ... ... 156
8.6.2 Relation de dispersion dans une couche absorbante infinie . . . . . . . 158
8.6.3 Coeflicients de réflexion pour une couche absorbante infinie . . . . . . 159

8.6.4 Coefficients de réflexion pour une couche absorbante de longueur finie 161



8.6.5 Complément : inversibilité des matrices M, N, Ket £ . ... ... .. 165

8.7 Optimisation du comportement du modele PML discret a incidence rasante . 167
8.7.1 Problématique . . . . .. .. ... 167

8.7.2 Présentation de la méthode C-PML . . . .. ... ... ... ..... 169

8.7.3 Résultats numériques . . . . . .. ..o 171
Conclusion 181






Introduction

Les problemes de propagation d’ondes sont généralement posés en domaine non borné, ou
du moins tres grand, par rapport a la zone d’étude. Afin de les étudier numériquement, il peut
étre nécessaire de limiter artificiellement le domaine de calcul, la nécessité provenant du choix
qui a été fait pour la méthode numérique. Ainsi, on se contente de déterminer les champs
dans une région bornée, choisie en fonction du support des données. C’est une démarche
intéressante puisque 'on peut alors appliquer dans cette région des méthodes numériques
efficaces telles que des méthodes d’éléments finis. Cependant, la frontiere non physique du
domaine ne doit pas parasiter les calculs en générant des réflexions a l'intérieur. Depuis le
début des années 70, cette question est au centre de nombreux travaux, et méme si des progres
considérables ont été réalisés durant les dix derniéres années, beaucoup de questions restent a
traiter, aussi bien du point de vue théorique que du point de vue numérique. Afin de se rame-
ner a un probléme posé en milieu borné, deux approches peuvent étre privilégiées : appliquer
des conditions aux limites absorbantes ou bien utiliser des méthodes de couches absorbantes.

La premiere méthode consiste a imposer des conditions aux limites sur une frontiere ar-
tificielle qui limite le domaine de calcul. L’idéal serait que ces conditions n’engendrent pas
de réflexion sur la frontiere fictive. Dans ce cas, la condition aux limites que 'on impose
est appelée condition aux limites transparente (CLT). Cette condition est généralement glo-
bale en temps et en espace, ce qui la rend difficile & mettre en ceuvre numériquement (la
durée des calculs et le stockage en mémoire peuvent étre tres élevés, voire prohibitifs). Cest
pour cette raison, qu’en pratique, on choisit d’approcher cette condition par des conditions
aux limites locales en temps et en espace : on parle de conditions aux limites artificielles
ou absorbantes (CLA). Ces conditions s’expriment comme des équations aux dérivées par-
tielles posées sur la frontiere artificielle et sont censées minimiser les réflexions parasites que
la frontiere artificielle engendre. Les premiers travaux ont été menés par Engquist et Majda
[52], [63] pour des problemes de propagation d’ondes. Leur méthode permet, dans un pre-
mier temps, de construire la CLT, puis, 'opérateur obtenu n’étant pas local (il s’agit d’un
opérateur pseudo-différentiel), ils approchent la CLT par un opérateur différentiel, et donc
local. Plusieurs approximations ont été proposées, elles conduisent a différentes conditions
aux limites. Engquist et Majda définissent un ordre qui permet de classifier ces conditions
absorbantes. La précision des CLA (que 'on peut mesurer a 'aide d’une analyse par ondes
planes) augmente avec cet ordre ainsi qu’avec celui des opérateurs différentiels sur la frontiere.
Il faut donc trouver un équilibre entre le cotit numérique et la précision des calculs. De plus,
lefficacité des conditions aux limites absorbantes dépend de la fréquence et de I'incidence de
I’onde qui atteint la frontiere artificielle, quel que soit I'ordre de la condition. Par ailleurs, il
faut noter que l'utilisation de conditions d’ordre élevé peut conduire a certaines instabilités
[70]. On constate donc que si les méthodes de CLA sont tres convaincantes, leur efficacité
dépend d’un grand nombre de parametres qui sont difficiles a ajuster simultanément. De-



puis les travaux initiaux d’Engquist et Majda, les méthodes de conditions absorbantes ont
été largement étudiées pour différents systemes d’équations; des améliorations, telles que le
traitement des coins ou la prise en compte de bords courbes, ont aussi été apportées. Pour
les ondes électromagnétiques, solutions des équations de Maxwell (cadre de notre travail), on
peut citer notamment [16], [75], [119], [56]. Pour une présentation exhaustive des conditions
aux limites absorbantes, nous renvoyons a [65] et [68].

Une seconde technique pour limiter le domaine de calcul consiste a utiliser des couches ab-
sorbantes. On entoure ce domaine d’un milieu fictif, la couche absorbante, dans lequel 'onde
est atténuée (absorbée) et on ne se préoccupe plus de la condition aux limites & imposer en
fin de couche. Les premiers modeles ont été introduits au début des années 70. Ils étaient
simples et reposaient sur l'introduction dans ces couches d’un modele physique contenant un
coefficient d’absorption constant. Bien que plus simples a mettre en ceuvre que les condi-
tions aux limites absorbantes, ces premiers modeles de couches ont été peu utilisés car ils
ont un inconvénient majeur : I’onde incidente voit un changement brutal entre le milieu de
propagation et la couche, ce qui entraine des réflexions parasites. Ainsi, au cours des années
80, les méthodes de couches ont été délaissées au profit des conditions aux limites absor-
bantes. En 1994, Bérenger [17] a introduit un nouveau concept de couches absorbantes pour
les ondes électromagnétiques : les couches absorbantes parfaitement adaptées ou PML pour la
terminologie anglaise Perfectly Matched Layers. L’originalité de son modéle est de ne générer
aucune réflexion parasite entre le milieu physique et la couche PML, quels que soient 'angle
d’incidence et la fréquence de I'onde propagée. Les travaux de Bérenger ont suscité beau-
coup d’intérét dans la communauté scientifique. Ils ont, d’une part, effacé 'inconvénient des
modeles de couches classiques et, d’autre part, corrigé le principal défaut des conditions aux
limites absorbantes, dont l'efficacité n’est avérée qu’a incidence proche de la normale, pour
des fréquences élevées. La méthode des PML est simple & mettre en ceuvre numériquement car
on integre facilement le modele dans un code de calcul existant et comprenant les équations
initiales. Par ailleurs, cette technique s’applique a un grand nombre de systemes d’équations
issus de la physique, ce qui a conduit a une quantité de publications ces dix dernieres années
(voir [74] pour une vue d’ensemble des résultats obtenus). Dans le cadre de notre travail,
on peut citer, entre autres, [115], [2], [42], [21] pour les équations de Maxwell et [113], [43],
[20], [85] pour les équations de I'élastodynamique. Pour d’autres types d’équations, on peut
également citer [72], [44], [128], [24], [73]...

Le développement d’un modele PML peut étre vu comme le plongement des équations
initiales a l'intérieur du milieu fictif avec passage continu du domaine réel au domaine arti-
ficiel. Comme ’ont montré Collino et Tsogka [43], la démarche originelle de Bérenger [17] se
généralise a un systeme hyperbolique du premier ordre :

8tU+ZAi8in:0, x=(r1,...,2,) ER", t>0 (1)
i=1
U(z,0) = Ug(x), z € R"; (2)

ot U est un vecteur de R?; Ay,..., A,, B des matrices de My(R) et Ug(x) = 0 pour z1 < 0.
Pour construire le modele PML dans la direction x1, on introduit, d’une part, une fonction
d’amortissement o, dépendant uniquement de x :

o=o0(x1)>0, o(x1)=0 pour =z <0;



d’autre part, on décompose U sous la forme :
U=U'+U?;
on considere alors le systeme :

8tU1 + O'U1 + A18x1 (Ul + U2) = O,
U2 + 3. A;0,, (Ut + U?) = 0.
=2

On impose par ailleurs la condition de raccord sur la frontiere artificielle {z1 = 0} :
U=U'+U%? en z1 = 0.
En passant en fréquence, le systeme (3) s'écrit :

[ iwU! + oU! + 4,0,, (U +U?) =0,

iwU? + 3" A;0,, (U + U?) = 0;

\ =2
ou encore :
(. W
iwU! + - A0, U =0,
w—+ 0o

iwU? + > A,;0,,U = 0.

\ =2

Ainsi, le systéme (3) est obtenu a partir du probléme (1) en changeant 0,, en :

w

w+o

1 X1

ce qui revient a effectuer le changement de variable :

i [n
T =z — —/ o(s)ds.
wJo

Grace a une analyse par ondes planes, on démontre alors (voir [43]) que le systeme (3) est
un modele PML dans la direction z; : d’'une part, ce modele ne génere aucune réflexion a
I'interface {z; = 0} et d’autre part, 'onde transmise décroit exponentiellement dans la couche
{.21?1 > 0}.

Mathématiquement, le modele PML (3) est une perturbation d’ordre zéro d’une version
décomposée (splittée) de I'équation (1). Abarbanel et Gottlieb [1] ont observé que le modele
introduit par Bérenger pour les équations de Maxwell est une perturbation d’un systeme fai-
blement hyperbolique. Cette remarque est valable plus généralement pour tous les modeéles
PML de la forme (3). Cependant, ces modeles ont été utilisés sans poser de probleme d’un
point de vue numérique. Cela provient du fait que la perturbation d’ordre zéro présente dans
le systeme PML ne conduit pas & un probleme mal posé. Ce résultat a été démontré dans
[21] pour le modele PML introduit par Bérenger. Il a ensuite été étendu (sous certaines
hypotheses) dans [20] au cadre plus général d'un systeme PML du type (3). Plusieurs au-
teurs [115], [135], [2], [108], [113] ont ensuite développé des modeles PML non splittés. L’idée



consiste a reformuler le modele PML en introduisant des inconnues auxiliaires plutot que de
décomposer les champs. Le nouveau modele PML apparait alors comme la perturbation d’'un
systeme fortement hyperbolique.

L’analyse mathématique des modeles PML demeure une question délicate. En particulier,
parmi tous les travaux sur le sujet, on peut remarquer que tres peu s’intéressent au caractere
bien posé des modeles. Pour le systeme des équations de Maxwell, nous citerons [1], [103],
[113], [21] et [98] qui sont, & notre connaissance, les seuls a avoir considéré cette question.
De plus, parmi ces travaux, seuls [103], [113], et [98] traitent le cas ou le coefficient d’amor-
tissement o est variable, alors que, comme nous le verrons plus loin, une telle variation est
nécessaire pour la mise en ceuvre numérique. Analyser le caractere bien posé de ces modeles est
une étape importante puisqu’elle fournit des estimations a priori qui peuvent aider a prévoir
d’éventuelles instabilités numériques. Une autre notion importante est celle de la stabilité
en temps long de la solution. Celle-ci permet d’analyser le comportement en temps long des
solutions. Dans [3] et [23] sont décrits des phénomenes de croissance linéaire en temps qu’il
faut absolument éliminer pour garantir une bonne stabilité du schéma numérique. Notons que
le caractere bien posé et la stabilité sont des notions indépendantes I'une de I'autre. Dans [21]
et [74], les auteurs insistent sur cette distinction : le caractére bien posé d’un probléme n’ex-
clut pas des solutions exponentiellement croissantes en temps. Un modele PML pour lequel
existeraient de telles solutions n’est pas convenable d’un point de vue numérique. C’est pour
cela que l'on s’intéresse a la stabilité, qui exprime le fait que la solution du probleme peut
étre contrdlée en temps long. Dans le cas d’'un modele PML (3), 'analyse de la stabilité a été
menée dans [20], toujours dans le cas d’un coefficient d’absorption constant.

Description et plan du travail. Ce travail est consacré a I’étude mathématique de modeéles
qui interviennent en géophysique. Plus précisément, nous nous intéressons a l’analyse de
modeles faisant intervenir des PML et/ou des CLA pour les équations de Maxwell d’une part
et de I'élastodynamique d’autre part. Un des objectifs de ce travail est d’explorer quelques
pistes qui, moyennant quelques adaptations, pourraient étre utilisées pour développer une
analyse des modeles PML incluant le comportement en temps long de la solution. Le point
de départ de ce sujet est un article d’Abarbanel et Gottlieb [2] qui présente un modéle PML
pour les équations de Maxwell bidimensionnelles. C’est un modele non splitté qui ressemble a
un systeme de Maxwell posé dans un matériau diélectrique dont la loi constitutive se simpli-
fie grace a l'introduction d’inconnues auxiliaires. Ce modele se préte aisément & une analyse
mathématique donnant l’existence et 1'unicité de la solution dans le cadre de la théorie de
Hille-Yosida. On peut ainsi espérer obtenir des informations sur ’énergie de la solution en
temps long. Etant plus particulierement intéressés par le cas tridimensionnel, nous avons
d’abord étudié un modele absorbant du type de ceux considérés dans [8]. Le plan de ce
manuscrit est le suivant.

Dans les chapitres 1 et 2, nous donnons un certain nombre d’éléments qui sont utiles dans
la suite. Le chapitre 1 introduit le cadre fonctionnel ainsi que les résultats mathématiques que
nous utilisons tout au long du manuscrit. Le chapitre 2 présente les équations de Maxwell et
certaines notions de physique qui interviennent plus loin.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons aux équations de Maxwell posées dans un milieu
absorbant semi-infini. Tout d’abord, nous donnons une description rapide de ce type de milieu.
Ensuite, nous étudions les propriétés mathématiques du modele considéré. Nous montrons que
le probleme admet une unique solution dans un cadre hilbertien puis nous développons des
conditions aux limites absorbantes bien adaptées a ce modele.
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Le chapitre 4 étudie l'effet du couplage du modele présenté au chapitre 3 avec la condition
de Silver-Miiller. Nous travaillons ici dans un domaine borné; le contexte est donc différent
de celui du chapitre 3. Nous établissons, d’une part, I'existence et I'unicité de la solution et,
d’autre part, des résultats de stabilité en temps long. Nous montrons notamment un résultat
de stabilité exponentielle pour une énergie associée au modele.

Dans le chapitre 5, nous présentons un modele PML pour le systeme des équations de
Maxwell en trois dimensions. Il est obtenu a partir du systeme présenté au chapitre 3, mais
la formulation fait intervenir des opérateurs pseudo-différentiels. C’est un modele non splitté
qui repose sur l'introduction de variables auxiliaires. Les coefficients d’absorption que nous
considérons sont variables, ce qui rend I’étude encore plus délicate. Dans un premier temps,
nous construisons ce modele. Ensuite, nous montrons que le probleme est bien posé, au sens
ol nous établissons ’existence et I'unicité de la solution dans le cadre de la théorie de Hille-
Yosida. Nous montrons aussi que ce modele est équivalent a celui présenté dans [115] (voir
aussi [135]). L'efficacité de ce modele PML est illustrée par des simulations numériques au
chapitre 6.

Dans le chapitre 7, nous couplons les CLA et les PML sur un modele PML existant pour
le systeme des équations de Maxwell en deux dimensions [2]. Nous développons des conditions
aux limites artificielles d’ordre un et deux. Apres avoir construit ces conditions, nous étudions
le caractere bien posé des modeles couplés résultants. Enfin, nous mesurons 'impact des CLA
sur le comportement des champs dans la couche en procédant & un calcul de coefficient de
réflexion sur la frontiére externe de la couche.

Le chapitre 8 est consacré a 1’étude d’un modele PML existant pour les équations de
I’élastodynamique [43]. La premiere partie concerne les aspects mathématiques : le caracteére
bien posé du modele et sa stabilité. Nous calculons ensuite les coefficients de réflexion associés
a ce modele apres discrétisation pour un schéma de différences finies d’ordre 2. Le but de ce
calcul est d’optimiser éventuellement ’action de la PML, en suivant ce qui a déja été fait pour
le systeme de Maxwell [42]. Pour terminer, nous présentons une autre approche qui permet
d’optimiser 'action de la PML, notamment a incidente rasante. Il s’agit d’une méthode de
type Convolution-PML (C-PML), introduite par [114] pour les équations de Maxwell.
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Chapitre 1

Quelques outils mathématiques

1.1 Notations et espaces fonctionnels utilisés

Dans tout ce qui suit, nous notons (eq,...,e,) la base canonique de R", x - y le produit
scalaire usuel de deux éléments x = (z1,...,z,) et y = (y1,...,yn) de R™ et || - || la norme
euclidienne associée. Les coordonnées dans la base canonique de vecteurs u de R? et v de R?
sont notées :

Uz
Uy
u = , v=| vy
Uy
Uz
Par ailleurs, (-, -) désigne le produit scalaire usuel de L?(R") et || - ||, la norme associée. Nous

introduisons aussi ’espace produit suivant :
L3(R3) = L*(R3) x L*(R?) x L*(R®).
Nous utilisons, pour tout entier naturel s, I’espace de Sobolev H*(R™) [4] muni de sa norme
|| - ||, définie par :
1/2

Vue H'R™), |lully;=1{ > [ID%ullg

0<|r|<s

Nous rappelons maintenant la définition du rotationnel d’une distribution. On se place dans
R"™ tout entier, cadre convenable pour notre travail. Tout d’abord, on définit 'opérateur
rotationnel d'un vecteur v de 2'(R3)3 par :

Oyv, — 0,y
rotv = | 0,v; — Oyv,

Opvy — Oy,

13



Pour des éléments ¢ de 2'(R?) et v de 2'(R?)?, cet opérateur est défini par :

Oy
rot ¢ = ,

_ax¢
rot v = 0,vy — Oyvs.

On définit aussi la divergence d’'un élément v = (vy,...,v,) de Z'(R™)" par :

n
divev = g Oz, Vi
i=1

Nous allons maintenant introduire les espaces fonctionnels que nous utilisons. Tout d’abord,
nous considérons I'espace H(rot, R?) défini par :

H(rot, R?) = {v € L*(R?), rotv € L*(R®)},
espace de Hilbert pour sa norme naturelle :

1/2
2 2
/g o) = (llolf3 + [lrot o]12)

Nous disposons notamment du résultat de densité suivant [64].
Théoréme 1.1.1 L’espace D(R3)? est dense dans H(rot,R3).
Nous utilisons également ’espace de Sobolev W1 (R) :
Whe(R) = {u e L®(R), v € L°(R)};
espace de Banach pour la norme :
w full = ma (Il ey 190l e ) )

Enfin, si V désigne un espace de Banach et T un élément de R*, on notera L2(0,T;V),
I'espace de Lebesgue des (classes de) fonctions f :

10, T[— V, t— £(t),

mesurables et qui vérifient :

T 1/2
(/ uf<t>u2vdt) — 8]l 2070 < 00

Lapplication f — [[f[|2( 7, est une norme sur L?(0,T;V). Muni de cette norme, Iespace
L?(0,T; V) est un espace de Banach.

14



1.2 Systemes hyperboliques a coefficients constants

Dans ce qui suit, nous sommes amenés a résoudre certains systemes hyperboliques du
premier ordre & coefficients constants. Pour cela, nous utilisons des résultats classiques [85]
que nous rappelons ici. On considere un probleme de Cauchy dans R™ de la forme :

U + 3 4;0,,U + BU = 0, x=(z1,...,70) ER?, £ >0
i=1
(1.1)
U(z,0) = Up(x), x € R™;

oi1 U est un vecteur de R? et Ay, ..., A,, B des matrices de Mg4(R).

Définition 1.2.1 On dit que le probleme de Cauchy (1.1) est faiblement (resp. fortement)
bien posé si, pour tout Ug dans l'espace de Sobolev H®, s > 0 (resp. s = 0), ce probléeme
admet une unique solution U dans CO(R, L?) et si U(t) vérifie une estimation du type :

vt >0, ||U(7t)||0 < C(t) ||U0||s

Les résultats relatifs au probleme (1.1) peuvent s’obtenir grace a I’étude du cas ou B = 0. En
notant (1.1);, ce systéme homogene, le probleme (1.1) correspond a une perturbation d’ordre
zéro de (1.1);,. En associant au probleme (1.1) la matrice symbole A(k) définie par :

Vk = (k‘l,...,k‘n) e R", A(k) =k1A1+ ...k, Ay
nous allons maintenant rappeler les définitions d’hyperbolicité :

Définition 1.2.2 On dit que le systéme homogéne (1.1) est :
— hyperbolique si, pour tout k dans R", les valeurs propres de A(k) sont réelles ;
— fortement hyperbolique si de plus, pour tout k dans R"™, A(k) est diagonalisable (sinon,
il est faiblement hyperbolique) ;
— strictement hyperbolique si, pour tout k dans R™, les valeurs propres de A(k) sont réelles
et distinctes.

Nous disposons alors des résultats suivants.

Théoréme 1.2.3 Le systeme (1.1)y, est bien posé si, et seulement si, il est hyperbolique.

Théoréme 1.2.4 Sile systéme homogene (1.1), est fortement hyperbolique, alors le probléeme
(1.1) est fortement bien posé et il existe des constantes strictement positives C et « telles que :

Vi >0, [[U(,0)]ly < Ce™|[Uoll,. (1.2)

Remarque 1.2.5 Si le systeme (1.1);, est seulement faiblement hyperbolique, le probléme
(1.1) n’est pas forcément mal posé (mais il l’est pour certaines matrices B).

Comme le montre l'estimation (1.2), la notion de probléme bien posé n’exclut pas des solutions
exponentiellement croissantes qui sont physiquement inacceptables. C’est pour cette raison
qu’il est utile de rappeler aussi la notion de stabilité suivante qui exprime que la solution du
probleéme (1.1) est controlée en temps long.
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Définition 1.2.6 On dit que le probléeme (1.1) est faiblement (resp. fortement) stable s’il
est faiblement (resp. fortement) bien posé et si la solution U(t) vérifie une estimation de la
forme :

vt >0, [[UCll < O+ 1) [Uoll,.
avec s > 0 (resp. s =0).

Le caractere bien posé et la stabilité du probléeme de Cauchy (1.1) sont liés & 'analyse de
Fourier qui conduit notamment & rechercher des solutions particulieres de (1.1) sous la forme :

U(x,t) = Uk)e!@tka) ke R?
et par conséquent a I’étude de 1’équation de dispersion :
det (A(k) +iB —wl) =0, (1.3)

que l'on considere comme une équation polynomiale en w, k jouant le réle d'un parametre.
Si on note {w(k)} 'ensemble des racines de (1.3), on a les résultats suivants.

Proposition 1.2.7 Le probléme (1.1) est (fortement ou faiblement) bien posé si et seulement
St

vk e R", Zm w(k) est minorée.

Proposition 1.2.8 On suppose que le probléeme (1.1) est bien posé. Alors, ce systéme est
stable st et seulement si :

Vk e R", ZIm w(k) > 0.

Remarque 1.2.9 La théorie que nous venons de rappeler est utilisable uniquement dans
le cas de systemes a coefficients constants. Nous examinerons plus loin certains systémes a
coefficients variables et nous utiliserons alors une technique de résolution adaptée au modele.

1.3 Théoreme de Hille-Yosida

Nous rappelons ici le théoréme de Hille-Yosida [28], outil tres efficace pour résoudre les
équations d’évolution linéaires dans les espaces de Banach, et notamment les équations aux
dérivées partielles d’évolution. Nous nous plagons dans le cadre hilbertien, suffisant pour
notre étude. On considére un espace de Hilbert réel V' muni d’un produit scalaire (-,-)y et un
opérateur A défini sur un sous-espace D(A) de V' (D(A) est le domaine de A).

Définition 1.3.1 Un opérateur A: D(A) CV — V est dit :
— monotone si : Yv € D(A), (Av,v)y >0;
— mazimal monotone si de plus, A+ I est surjectif de D(A) dans V.
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Théoréme 1.3.2 (Hille-Yosida) Soit A un opérateur mazimal monotone dans V.
Pour tout ug dans D(A) et tout f dans C' ([0, T); V), il existe une unique fonction

u € CH([0,T; V)N C° ([0, T]; D(A))

vérifiant :
%—FAu:f sur [0,T7,
¢ (1.4)
u(0) = uo.

Grace au théoreme de Hille-Yosida, la résolution du probleme d’évolution (1.4) se rameéne &
prouver que A est maximal monotone, c¢’est-a-dire a étudier ’équation stationnaire u+Au = v.

1.4 Inverse explicite d’'une matrice tridiagonale

Nous terminons cette partie en donnant un résultat d’algebre que nous avons établi. Dans
notre travail, nous avons été conduits a rechercher l'inverse d’une matrice tridiagonale de la

forme :
(a1 b 0 0 |
by
A=10 0o |- (1.5)
bn—1
| 0 0 bp_1 an ]
avec
Vke{1,...,n}, ar=—(bgp+bx_1), (1.6)

et by, b, quelconques.
A notre connaissance, il n’existe pas de formule générale donnant l'inverse explicite d’une
matrice tridiagonale quelconque

[ a1 b 0 0
o . )
T=|¢ - - . 0
bp—1
i 0 0 cp—1 ap |

Cependant, si T est inversible, on sait ([58], [129]) que les coefficients de T~! sont donnés par
I’algorithme :

(=1) b .. bj_10i—1¢j41 /0, sii <,
(T_l)ij = o (1.7)
(=1)"*9bj .. bi—10j_1¢i41/0n  sii> ],
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(le produit vide valant 1 par convention) ou () et (¢x) sont définies par les relations de
récurrence :
00 = 17 01 = ar,
(1.8)
Veke{l,...,n—1}, Oy = apr10k — bpcrbr—1
et
Ont1 =1, On = ap,
(1.9)
Vke{l,....n}, dp—1=ar—10k — bp_1Ck—19k+1.

Cette formule va nous permettre de donner de maniere explicite 'inverse de la matrice A. Pour

cela, nous utilisons, pour tout k dans {1,...,n}, la k-éme fonction symétrique élémentaire
Ye(z1,-0 5 20)

d’un élément (z1,...,2,) de C" :
Vk e {1,...,n}, Yp(z1, .0y 2n) = Z Ziy - Zig

1<y < <ip<n
en convenant que Xo(z1,...,2,) = 1. Nous montrons alors la proposition suivante :

Proposition 1.4.1 Soit A la matrice définie par (1.5) et (1.6). Si A est inversible, la matrice
symétrique A~' est donnée par :
Eifl(bo, . ,bifl)zn,]’(b]’, R ,bn)

A= —b;. . b
(A7) g1 S (b0, - - -5 by)

sii < j.

Preuve D’apres la formule (1.7), les coefficients de la matrice symétrique A~! s’écrivent :
(A = (1) bj10i 1641 /00 sii <, (1.10)
avec

=1, 01 =a,

(1.11)
Vke{l,...,n—1}, Ops1 = app10 — b7 051,
et
Onr1 =1, on=ay,
(1.12)
Vk € {17"'7n}7 ¢k—1 :ak—1¢k_b%,1¢k+1~
Montrons alors par récurrence sur k£ que 'on a :
Vk € {0,...,n}, 0, = (—1)k2k(b0,,bk) (113)

La propriété (1.13) est vraie aux rangs 0 et 1 puisque :

90 =1 et 91 =a] = —(bl + bo) == —El(bo,bl).
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Supposons maintenant que :
Or_1 = (—1)k712k_1(b0,...,bk_1) et 0, = (—1)k2k(b0,...,bk). (1.14)
Grace aux relations (1.6) et (1.11), nous avons alors :

9k+1 = (—1)k+1bk+12k(b0, ... ,bk) + (—1)k+1bk2k(b0, . ,bk)
+ (=D 0381 (b, ... bg—1).  (1.15)

Par ailleurs, on a, d’une part :

bk+12k(b0, ... ,bk) == Ek—i—l(bOp ce ,bk+1) - bo ce bk; (116)

et d’autre part :

b (bo, - -, bx) = by, [bpXg—1(bo, ..., bp—1) +bo ... bp_1]

= b2 _1(bo, ..., br_1) +bo...bg. (1.17)
En injectant les relations (1.16) et (1.17) dans (1.15), on obtient :
Ok = (=1 Sepa(bo, - -, brga);

c’est-a-dire 1’égalité (1.13) est au rang k + 1.
Une récurrence analogue montre que (¢ )o<k<n €st donnée par :

VE e {0,...,n}, ¢r= (1" 0 kb1, ., bn). (1.18)
Les relations (1.10), (1.13) et (1.18) donnent alors I'inverse explicite de la matrice A :

Ei_l(bo, . ,bi_l)En_j(bj, - ,bn)
Yn(bo, ..., by) ’

Vi<j, (A™Y)i=—bi...bj1

ce qui termine la preuve de la proposition. O

Remarque 1.4.2 Si on remplace l’hypothése (1.6) par :
Vke{l,...,n}, ap=>bg+br_1,
on montre alors que :
O = Silbo, .. k) et bk = i1k (Brets- - s bn).
En utilisant (1.10), cela donne :

Eifl(bo, . ,bi,l)En,j(bj R ,bn)

Yn(bo, ... by)
En particulier, si on prend by, = k+m (m € N) pour tout k dans {0,...,n}, la proposition
précédente donne inverse explicite de la matrice A,, définie par :

Vi<j, (A= (=1)"b...bj

[2m+1 m+1 0 0
m+1
A, = 0 0
. . m+n—1
|0 0 m+n—-1 2(m+n)—1 |
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1.5 Généralités sur les opérateurs pseudo-différentiels

Nous terminons ce chapitre en donnant quelques éléments de la théorie des opérateurs
pseudo—différentiels que nous utilisons dans les chapitres suivants. On peut trouver ces résultats
dans [120] et [126].

Tout d’abord, si f désigne la transformée de Fourier d’une fonction f de L'(R™), nous
considérons la représentation intégrale de Fourier :

— [ Fepe=sag,

Nous avons alors la relation :

Va:(al’...,an)EN”’ DOéf /f szdS /f Sa zmgdg’
avec D* = D{"'..Dg" et Dj = ?W pour tout j dans {1,--- ,n}.
Ainsi, pour un opérateur dlfferentlel linéaire p (z, D) = Y. an(x)D®, on a
|| <k
P, /f p(@, €)™ d (1.19)

ol p(z,€) = 3 aa(x)E”.

|| <k
La fonction p = p (x, §) est généralement appelée série formelle de p (, 13)
Pour définir un opérateur pseudo-différentiel, nous utilisons la représentation (1.19) en prenant
la fonction p (x, &) dans une classe plus générale que celle associée aux opérateurs différentiels.
La fonction p (x, £) est alors appelée symbole pour 'opérateur plutdt que série formelle. Cela
est du au fait que, dans le cas général d’un opérateur pseudo-différentiel, cette fonction n’est
plus polynémiale. Nous définissons maintenant la classe S™ que nous utilisons dans la suite.

Définition 1.5.1 Le symbole p (x,&) appartient a la classe S™, m € R, s’il vérifie les pro-
priétés suivantes :
(i) si Q un ouvert de R™, alors p € C*(2 x R™) et pour tout compact K inclus dans €2,
pour tous a, 3 € N", il existe une constante Ck o g telle que :
|DEDE p(m,€)| < Creap(1+ (€)1
(i1) il existe des fonctions régulieres pp—;(x,&) homogénes de degré m — j en & pour

€] >1 : '
pm—j(@,r&) =" pp_j(x,§), [§] =1, [r] =21,
telles que :
T,£)~ > pmj(x, &),

j=0
ou ~ signifie que :
N

- me—j(xag) € Smi(NJrl)'
=0
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Proposition 1.5.2 Soient p dans S™ et q dans S', avec (m,1) € R2. Alors :
DIDg p(x,&) € S™IMl et p(x,&)q(x,€) € S
St de plus, il existe une constante C' > 0 telle que :

Ip(x, &)~ > C(+ &)™,

on dit que le symbole p est fortement elliptique et le symbole p(x, €)' existe avec p € S™™.

Ainsi, si on dérive un symbole par rapport a la variable primale z, on ne change pas son degré
d’homogénéité et le symbole dérivé reste dans la méme classe. Seule la dérivation par rapport
a la variable duale modifie le degré d’homogénéité.

Nous donnons maintenant la représentation intégrale d’un opérateur pseudo-différentiel. Si
p(x, &) désigne un élément de S™, on peut définir un opérateur P en posant :

Pf = / p (@, €)F(€)e™Ede. (1.20)

L’opérateur P est alors un opérateur pseudo-différentiel et on dit que P appartient a OPS™.
Tout opérateur de OPS™ vérifie la propriété (ii) de la définition 1.5.1. Ainsi, il admet un
développement asymptotique dans lequel chaque terme est un opérateur qui est repéré par
son ordre, comme conséquence du développement de son symbole en symboles homogenes.
Dans la suite, on adopte les notations suivantes. Si P est un opérateur de OPS™, o(P) désigne
son symbole, op(P) son symbole principal, ¢’est-a-dire le premier terme dans le développement
asymptotique de o(P) (le terme dont le degré d’homogénéité est le plus bas). La fonction o (P)
représente le terme de S7 dans le développement asymptotique de o(P). Réciproquement, si
p(x, &) appartient & S™, on note Op(p(x, &)) Popérateur de OPS™ dont le symbole est p(x, &).
Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 1.5.3 Soit Q un ouvert de R™, p dans S™ et P lopérateur défini par (1.20).
Alors P est un opérateur continu :

P:C§°(Q) — C5°(2).
De plus, P se prolonge en une application continue :
P:£&(Q) — D'(Q).
Dans le cadre des espaces de Sobolev, ce théoreme admet la généralisation suivante [126].

Théoreme 1.5.4 Soit P un opérateur de OPS™. Pour tout réel s, lapplication ¢ — Py

peut se prolonger en une application linéaire de H*(Q2) dans H; ™ (Q).

Nous terminons cette partie en donnant des régles de calcul utiles dans la suite (voir [126]).
La premiere de ces régles concerne la composition de deux opérateurs pseudo-différentiels.

Théoréme 1.5.5 Soient P € OPS™ et Q € OPS!, avec (m,l) € R%. On note p(x,§) et
q(x, &) leurs symboles respectifs. On a alors :

o(PQ) = Y - Deple, )L a(.£).
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Le théoreme 1.5.5 montre notamment que o(PQ) # o(QP) en général. Ceci conduit & intro-
duire le commutateur [P, Q] = PQ — QP pour lequel on a le résultat suivant.

Théoréme 1.5.6 Soient P € OPS™, Q € OPS'. Lopérateur [P, Q] appartient ¢ OPS™ =1
et son symbole principal est donné par le crochet de Poisson :

L~ (dp op 0
apqp,c)])—{p,q}—gz(éﬁ_%ié)

J=1
Enfin, grace au théoreme 1.5.5, on obtient le symbole de 'inverse d’un opérateur P de OPS™.

Théoreme 1.5.7 Soit P € OPS™ de symbole principal p,, € S™ fortement elliptique et de
symbole p. Alors P est inversible d’inverse P~' dans OPS™™. Le symbole principal de P~
est donné par p;,! et son symbole q est défini par :

> Lo eota@. =1

L’expression du symbole ¢ s’obtient en appliquant la formule de composition du théoreme 1.5.5
avec Q = P~!. En cherchant le symbole ¢ sous forme d’un développement asymptotique :

qn~ Z QJ'(m7E)7

j=>—m

on peut calculer chaque fonction homogene g; en identifiant les termes ayant le méme degré
d’homogénéité. Ainsi, le symbole principal de P~! est I'inverse du symbole principal de P.
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Chapitre 2

Les équations de Maxwell

2.1 Présentation des équations de Maxwell

Un champ électromagnétique dans un milieu parfait (i.e. linéaire, homogene et isotrope)
est décrit par les deux vecteurs [46] :

E(x,t) : champ électrique,
H(x,t) : champ magnétique ;

ou & = (x,y, z) désigne la variable d’espace et ¢ > 0 désigne le temps.
Les variations en espace et en temps de ces vecteurs sont régies par les équations de Maxwell :

i) eOE —rotH +j = 0,

it)  poH +rotE =0,
(2.1)

iti)  divE =2,
g

iv)  divH = 0;

\

ol p est la densité de charge électrique et j le vecteur densité de courant. Dans un milieu
parfait, € et p sont des constantes ; elles désignent respectivement la permittivité diélectrique
et la perméabilité magnétique du milieu.

D’apres (2.1), les densités p et j sont liées par la loi de conservation de la charge :

11 est possible de simplifier le systéme des équations de Maxwell (2.1) : en effet, si ’'on suppose
que les deux derniéres relations de (2.1) sont vérifiées a I'instant initial ¢ = 0, on démontre
(voir [46]) qu’elles sont satisfaites pour tout ¢. Ainsi, ’évolution du champ électromagnétique
{E,H} est donnée par les deux équations vectorielles (2.1) i) et (2.1) ii).
Dans les chapitres suivants, nous nous intéresserons plus particulierement aux équations de
Maxwell formulées en I’absence de charge et de courant (j =0 et p=0) :

sﬁtE —rotH = 0,
(2.2)
uwoH + rotE = 0.
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En particulier, dans le vide, nous avons :
e=¢e0~8851072Fm™!, p=py=4710""Hm™;
ces deux constantes étant liées a la vitesse de la lumiere ¢ dans le vide par la relation :

60,[1062 =1.

2.2 Lien avec I’équation des ondes

On suppose ici que j = 0 et p =0 et on dérive (2.1) i) par rapport au temps. En utilisant
la formule :

rotrotE = VdivE — AE;

on voit que E vérifie I’équation des ondes :
O'E — v?AE = 0,

ouv = (su)*l/ 2 est la vitesse de propagation des ondes (vitesse de la lumiére dans le milieu).

De méme, en dérivant (2.1) ii) par rapport au temps, on montre que H est solution de
I’équation des ondes.

2.3 Résolution des équations de Maxwell par ondes planes

I est bien connu (voir [95] par exemple) que le systeme des équations de Maxwell (2.2)
admet des solutions particulieres de type ondes planes monochromatiques :

E Eo |
_ ciwt—k-x) (2.3)
H H,

si et seulement si k = [k, ky, k-] et w vérifient la relation de dispersion :

2 2 o W
ky +ky + k% = R (2.4)
Dans ce qui précede, la constante w représente la pulsation du champ électromagnétique, k
est appelé le vecteur d’onde et indique la direction et le sens de propagation de ’onde ; enfin
les vecteurs constants Eq et Hg désignent les amplitudes des champs E et H. Ces amplitudes
sont liées puisqu’elles sont contraintes par les équations de Maxwell.

L’onde définie par (2.3) est dite plane car elle se propage dans une direction précise (donnée
par k) et monochromatique car elle possede une pulsation w bien définie (le champ est une

fonction périodique simple du temps). Par ailleurs, la phase ¢ de cette onde est, par définition :
p=wt—k- .

Notons que la relation de dispersion (2.4) donne la norme du vecteur d’onde k :

w
=2 = wyem.

Nous ferons souvent appel a la résolution d’un probleme par ondes planes, notamment pour
analyser le phénomene de réflexion sur une interface.
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2.4 Ondes transverses électriques et transverses magnétiques

Dans la suite, nous considérons uniquement des probléemes de nature “cylindrique” c’est-a-
dire que nous supposons que :

— le domaine de propagation est de la forme O x R, o1 O est un ouvert de R?,

— les sources sont indépendantes de z.
Dans ce cas, on montre que les solutions de (2.2) sont indépendantes de z; ce systeme se
décompose alors en deux sous-systemes d’équations :

00 By — 0, H. =0,
00 By + 0 H, = 0, (2.5)

woOeH, + &EEy — (%Ex = 0;
et :
eoOrHy + 8yEZ =0,

e0dy H, — 0y . = 0, (2.6)

0O E- + 0yEy — 0, Ey = 0.

Le systeme (2.5) est le systeme des ondes transverses électriques : le champ électrique reste
dans le plan Ozy orthogonal a la direction d’invariance 0z. De méme, (2.6) est le systeme des
ondes transverses magnétiques (H reste dans le plan Ozy orthogonal a la direction 0z). On
parle de mode transverse électrique (TE) pour (2.5) et de mode transverse magnétique (TM)
pour (2.6). Les équations de Maxwell étant linéaires, le théoréme de superposition s’applique :
tout champ électromagnétique est la somme d’un champ TE et d’un champ TM.

Plus généralement, l'onde est transverse électrique (respectivement transverse magnétique)
lorsque le champ E (respectivement H) est orthogonal & la direction de propagation. En
particulier, lorsque l'on considére une onde plane de la forme (2.3), on est en mode TE
lorsque k - E = 0 et en mode TM lorsque k- H = 0.

2.5 Réflexion et transmission

Nous nous plagons ici en 'absence de charge et de courant. Nous considérons deux milieux
parfaits définis par leur constante diélectrique €1, €2 et leur perméabilité pq, e, en contact
suivant l'interface I' = {(z,,2) € R3, z = 0}. Soit une onde plane et monochromatique de
vecteur d’onde k; qui se propage dans le milieu 1 et arrive sur l'interface I'. Cette onde, dite
incidente, donne (en général) naissance a une onde plane réfléchie de vecteur d’onde k;, et a
une onde plane transmise (ou réfractée) de vecteur d’onde k¢. Nous allons donner la relation
qui existe entre les ondes incidente, réfléchie et transmise. Pour cela, nous appliquons les
conditions de continuité appropriées [55] a ces trois ondes : les composantes tangentielles de
E et H par rapport a l'interface sont continues. Les champs électriques des ondes incidente,
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réfléchie et transmise sont :

Ei —_ Eoei(ki.m—wt)’
EI‘ — Eoei(kr.wfwt)’

Et — Eoei(kt.mfwt) .

Les équations de Maxwell donnent alors les champs magnétiques correspondants :

1 .
H=—KkKxA Eoel(ki'wiwﬂ,
w1
1
H, = —k; A Ege'(kr=e),
w1
H; = th AN Eoei(ktwim‘/).
w1

Par définition, le coefficient de réflexion r est égal au rapport de 'amplitude de I’onde réfléchie
sur celle de I'onde incidente :
IR

|||

le coefficient de transmission étant défini de maniere analogue :

R
]

t

Les conditions de continuité doivent étre satisfaites partout sur I'interface. Ainsi, il faut que
les champs aient la méme périodicité le long de 'interface. Autrement dit, les facteurs de

phase e!@=%2) gont les mémes pour les trois ondes en z = 0. Cette condition se traduit par
les égalités :
(ki)y = (ke)y = (kt)y et (ki)z = (kr)z = (kt)2- (2.7)

Si on choisit d’orienter les axes de coordonnées de maniere a avoir (kj), = 0 (ce qui est toujours
possible), on a alors (k). = (k¢), = 0 d’apres (2.7). Cela signifie que les trois vecteurs d’ondes
ki, ky et k¢ sont dans le méme plan {z = 0}. Ce plan, orthogonal & linterface, est appelé
plan d’incidence. On définit alors 6;, 6, et 6;, angles de droites, que font respectivement k;j,
k, et k¢ avec e; dans le plan d’incidence. Ce sont les angles d’incidence, de réflexion et de
transmission.
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El, IJl 52, “2
k; k,
0, 7
>
X
QV
k.
x=0
F1G. 2.1 — onde incidente sur l'interface I'
La premiere des relations de (2.7) s’écrit alors :
||ki|| sin€; = ||ke||sin 0, = ||k¢]||sin 6;. (2.8)

Mais, les relations de dispersion vérifiées par les vecteurs d’onde montrent que nous avons
d’une part :

i l| = [[ke]| (= wy/E1mm1), (2.9)
et d’autre part :

il Ilkell
VELML VE212

En injectant les égalités (2.9) et (2.10) dans (2.8), on obtient alors les relations :
sinf; = sin 6, et VELp1 sinf; = \/eqpo sin ;. (2.11)

La premiere de ces relations stipule que les angles d’incidence et de réflexion sont égaux, alors
que la deuxieme relation est la loi classique de Snell-Descartes pour I'angle de transmission.

(2.10)
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Chapitre 3

Equations de Maxwell en milieu
absorbant semi-infini

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés mathématiques du systeme des
équations de Maxwell posé dans un milieu absorbant. Nous commengons par une rapide
description des milieux absorbants les plus standards. De maniere plus générale que ce qui a
été présenté au chapitre 2, les équations de Maxwell s’écrivent :

0D —rotH+j=0, (3.1)
0B + 1otE = 0, (3.2)
D =¢E, (3.3)
B = uH; (3.4)

ol D et B désignent respectivement 'induction électrique et 'induction magnétique. Comme
dans le chapitre 2, E est le champ électrique, B le champ magnétique et j la densité de
courant. Les équations (3.1) et (3.2) sont plus fondamentales que les équations (3.3) et (3.4)
qui traduisent des propriétés de la matiere. Nous avons vu au chapitre 2 que dans un milieu
parfait, € et u sont des constantes (égales a €g et pp dans le vide). Méme si I'on envisage le cas
ou ¢ et p varient en fonction de la position, la loi de comportement linéaire décrite par (3.3)
et (3.4) n’est pas vérifiée par une classe importante de matériaux (le fer, par exemple). En
revanche, les équations (3.1) et (3.2) sont toujours valables. Par ailleurs, la densité de charge
électrique ¢ est définie par :

q = div D;

elle est reliée a la densité de courant par la loi de conservation de la charge :
Orq + divj = 0.

La force f exercée sur une charge ponctuelle ¢ se déplacant a la vitesse v est donnée par :
f=q(E+vAB).

L’énergie électromagnétique W est, quant a elle, définie dans tout 1'espace par :

W(t) = /R3 (E(x,t) - D(x,t) + H(x,t) - B(x,1)) dx.
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Dans le cas particulier d’un corps conducteur, le champ électrique E est proportionel a la
densité de courant en suivant la loi d’Ohm :

j:UEa

ou o représente la conductivité. C’est une quantité positive, nulle dans les isolants comme
le vide ou l'air, par exemple. Dans le cas d’'un diélectrique isotrope et homogene, le milieu
acquiert, sous 'action d’un champ électrique, une polarisation P qui représente le moment
magnétique par unité de volume. L’induction électrique est alors plutot définie par :

D = ¢E + P;

la polarisation étant nulle dans le vide. Le vecteur polarisation P n’est pas indépendant du
champ E a lintérieur du milieu. Dans de trés nombreux matériaux (linéaires et isotropes),
I’expérience montre que P est colinéaire et proportionnel a E. Nous introduisons alors les
parametres y et x, qui désignent respectivement les susceptibilités absolue et relative du
milieu et nous avons :

P=xE avec X = €0Xr-
En identifiant les deux expressions de D, on obtient :
€ = €0&r avec er =14 xr;

et g, est appelée la permittivité relative du milieu tandis que € est la permittivité absolue.
Dans le cas d’un milieu anisotrope linéaire, on suppose qu’il existe une matrice symétrique
réelle [¢], appelée tenseur de permittivité électrique, telle que :

D = ¢o[¢]E.

La matrice [¢] est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable. Quitte & nous placer dans
une base de vecteurs propres du milieu, nous pouvons donc supposer que [¢] est diagonal et
nous avons alors :

ez 0 O
D=¢g| 0 ¢ 0 |E
0 0 e,

Le cas ou [g] est a coefficients complexes correspond a un milieu anisotrope circulaire. La
matrice [¢] est alors hermitienne.

En perturbant 'expresssion de [¢] et [u] par des termes plus ou moins complexes, on peut
prendre en compte, dans la loi constitutive, de la bianosotropie, de la symétrie chirale ou
des effets de mémoire. Cela se traduit par une dépendance en temps des coefficients de [¢]
et [u], et par la présence d’'un opérateur de convolution (qui rend compte de certains effets
de mémoire). Dans [25], il est prouvé que si le matériau est périodique et bianisotrope avec
effets de mémoire, la loi constitutive fait aussi intervenir un opérateur de Hilbert-Schmidt plus
complexe qu’un opérateur de convolution. D’apres [25], les inductions électrique et magnétique
sont reliées au champ électromagnétique par les relations :

D = [¢] x E, B = [u] *« H;
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ou * désigne le produit de convolution en temps. Les tenseurs [¢] et [u] ont la forme :

[e] = €0 le] & [1] + [o]Y + [7], (3.5)

(1] = po [pa] 6 [1] + [7]Y + [M); (3.6)

ot [o] désigne le tenseur de conductivité électrique et [vH] la susceptibilité magnétique. Les
tenseurs [7] et [v®] sont introduits pour préserver la symétrie des équations de Maxwell, et
non pas pour des raisons liées aux propriétés physiques des matériaux considérés dans [25].
Enfin,  désigne la distribution de Dirac a ’origine et Y la fonction de Heaviside. Dans le cas
général d’'un matériau chiral, les lois constitutives s’écrivent :

D= [51]*E+[M1]*H,
(3.7)
B = [g2] * E + [u2] * H;

ou les tenseurs [e1], [g2] s’écrivent sous la forme (3.5) et les tenseurs [u1], [pe] sous la forme
(3.6). Un travail plus ancient [8] concerne les propriétés absorbantes de matériaux bianiso-
tropes du type (3.7). Le cadre mathématique n’est pas le méme que dans [25] ot I’'on développe
une analyse mathématique destinée a construire un modele homogénéisé équivalent. Dans [§],
on ne considere que les propriétés physiques des matériaux, dans le but de mettre en évidence
leurs propriétés d’absorption et surtout de montrer qu’il est possible de construire de tels
matériaux dont les utilisations sont nombreuses et stratégiques.

Dans la suite, nous étudions un modele appartenant a la catégorie des modeles bianiso-
tropes considérés dans [8]. Ces modeles sont plus simples que ceux étudiés dans [25] car les
lois constitutives décrivant D et B sont données par :

D=¢E+P), B=uH+Q);

ou les polarisations P et Q sont solutions des équations différentielles du second ordre en
temps suivantes :

e00?P = [pPIE,  uod}Q = [¢|H;

[p] et [¢] représentant des tenseurs de fonctions positives.

Apres avoir présenté le modele retenu ici, nous nous intéressons aux questions suivantes.
Tout d’abord, nous montrons que le probleme étudié admet une unique solution dans un cadre
hilbertien. Ensuite, nous développons des conditions aux limites absorbantes bien adaptées
au modele et susceptibles d’étre intégrées facilement dans un code de calcul.
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3.2 Présentation du modeéle étudié

Afin de préserver la structure du systéme des équations de Maxwell, nous introduisons les

vecteurs P et Q définis par :
e00 P = [V]E, 100 Q = [n|H

ou les tenseurs [v] et [n] sont tels que :

bl = g =

Le systeme des équations de Maxwell est ainsi couplé a deux équations différentielles d’ordre

un en temps et on se ramene au systeme suivant :
£00:E —rotH + [0]E + [v]P =0,
po0:H + rotE + [7]H + []Q =0,
£00:P = [V|E,

100 Q = [nH

(P)

3.3 Caractere bien posé

3.3.1 Introduction

Nous étudions maintenant le caractére bien posé du modele (P). Quitte a effectuer les

changements de variables suivants :

T =ct (avec ¢ = (gopo)~Y?),

E-g, ®#-,/2H P=-pP, Qq-,/Zq
€0 €0
pl=y/leh  Fl= 20 =2

probléme de Cauchy suivant :

( O,E —rotH+ [0]E + [v]P =0

OH +rotE + [T H+ n]Q =0
P —[V]E =0
P\ 0@ =0

E(x,0) = Eo(x), H(x,0) = Hy(x)
\ P(Xv 0) = PO(X)7 Q(X,O) = QO(X)

dans R? x
dans R? x
dans R? x
dans R? x

dans R3,
dans R3.

7l =

nous supposons, sans perte de généralité, que €9 = pg = 1. Ainsi, nous nous

x [0,

9

0, T
0,7/,

T
x 0,71,
x[0,7]
x 10,71,

intéressons au

—_ W W
— O O o
—_ = =

Nous introduisons maintenant quelques notations. Afin d’alléger la rédaction, nous notons :

V = H(rot, R%),

X = L2(R?) x L?(R?) x L?(R3) x L*(R?).

Afin de considérer le cas d’un matériau absorbant semi-infini, nous supposons que les tenseurs
de fonctions sont a support dans {z > 0}. Le demi-espace {z < 0} est ainsi supposé rempli
de vide. Nous introduisons alors des espaces de fonctions nulles dans le demi-espace {x < 0} :

W = {w e L™®(R?), Yz <0, w =0},
Wi ={weW, Yz >0, w>0};
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et on considere 'espace My, (respectivement My, ) des opérateurs diagonaux a coefficients
dans W (respectivement W, ). Nous adoptons la notation :

Og Uy
Vo] = diag(oy,0y,0.) € My, Yu = (ug, uy,u,) € R3, [olu= | o,uy
Oz Uy

Enfin, pour un opérateur [o] = diag(o,, 0y, 0.) de My, nous notons :
o] = max ([0 loo; lloy |l oo 10200 ) -

3.3.2 Existence et unicité de la solution

Nous allons maintenant montrer que le probleme (P;) est bien posé. Pour prouver ce
résultat, nous utilisons le théoreme de Hille-Yosida. Nous montrons le résultat suivant.

Théoréme 3.3.1 Soient (Eg, Ho, Pg, Qo) dans D(A) :=V x V x L2(R3) x L2(R?) ; [v], [n]
dans My et [o],[r] dans My, . Le probléme (P1) admet une unique solution

(E,H,P,Q) dans C'([0,T],X)NC"([0,T],D(A)).
De plus,
vt >0, |[E(,t),H(,t),P(,1),Q(,t)||, < ||[Eo, Ho, Po, Qol|o- (3.12)

Preuve. 1) Montrons tout d’abord l'existence et 'unicité de (E, H, P, Q). On introduit pour
cela 'opérateur

A:D(A) =V x V x L2(R3) x L2(R?) — X = (L2(R%))*,

défini par :
w0
rot T
A= —v] 0 0 g
0 = 0 0

Le systeme formé par les équations (3.8), (3.9), (3.10) et (3.11) est alors équivalent a

B() B()

d | H) H() |

| e | A e | 70 (319
Q) Q)

Nous allons montrer que l'opérateur A est maximal monotone et appliquer le théoreme de
Hille-Yosida. Tout d’abord, il est clair que A est monotone grace a la positivité de [o] et [7] :

Vv = (v1,va,vs,vq) € D(A), (Av,v) = ([o]v1,v1)+ ([7]va,v2) > 0.

Afin d’établir la maximalité de A, considérons maintenant un élément u = (ug, uz, ug,uy) de
(L2(R3))*. On cherche v = (vy,Vva, Vs, Vvy4) dans D(A) vérifiant

(A+I)v=nu, (3.14)
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c’est-a-dire :

(I + [o])v1 —rot ve + [V]vg = uy,
rot vy + (L + [7])ve + [n]va = ug,
V3 — [V]Vl = us,

vy — [n]ve = uy.

Les relations (3.17) et (3.18) permettent d’éliminer vs et v4 du systeme. Le systeme précédent
devient alors :

(I + [o] + [V]?)v1 — ot va = uy — [V]ug,
(3.19)
(I + [r] + [P)va + rot vy = up — [ius

Notons maintenant u; and us les fonctions définies par :
u; = uy — [v]us, Uz = uz — [n]uy;

u; et Uy appartiennent & L?(R?) puisque [v] et [] sont dans My .
Par ailleurs, I'opérateur (I + [7] + [77]2) est inversible puisque [7] appartient a My, et que :

I+ [+ =diag(1+ 7 +m01+7 +n0, 1+ 7 +12).

On introduit alors I'opérateur B de My, défini par :

- 1 0 -—
1+7’x+77§
-1
B:(I+[T]+[n]2) = 0 1+Ty+"72
Yy
0 0 _—
L 1+7 +n2 |

On peut éliminer vg en utilisant la deuxiéme équation du systeme (3.19) :
Vo = B (u~2 — rotvl) .
On cherche alors un couple (vy,va) dans V2 vérifiant :

(I + [o] 4 [V]?)v1 — rot (B (ug — rotvy)) = uj, (3.20)

Vo = B (u~2 —rot Vl) . (321)

Le théoreme de Lax-Milgram va permettre de résoudre le probleme en vy (3.20). Nous en
déduirons ensuite l'existence de v grace a I’équation (3.21).
Soit a la forme bilinéaire définie sur V' x V par

Vvi,w €V, a(vi,w) = ([o]vi,w) + ([V]*v1, W) + (Brot vi,rot w) + (vi,w);
a est continue puisque

vvi,w €V, [a(vi, w)| < (lof + |v2] + |B] + 1) [[vally [[wlly,
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et coercive car
Vvi €V, a(vi,vi) = ([o]vi, v1) + ([¥]*v1,v1) + (Brot vy, rotvy) + Hleg

2 2
> ||vallp + |[rot val[g

1
L+ 7|+ [n?|

1
> min (1 7) vall?

"1 7]+ 0P

> b
— ||V .
R T

Par ailleurs, comme By appartient & L2(R3), rot (B uz) est un élément de D’'(R3)? et se pro-
longe de maniére unique en un élément de V' par densité de D(R?)? dans V. Par conséquent,
la forme linéaire [ définie sur V par

Yw eV, [(w) = (u1,w) + (rot(Buz),w),
(ou (-,-) désigne le crochet de dualité entre V' et V') est continue car
vw eV, [l[(w)| < (l[urlly + [[rot(B az)|ly) [[wl]y -
Le théoreme de Lax-Milgram prouve alors qu’il existe un unique élément vy dans V' vérifiant :
VweV, a(vi,w)=1(w),
i.e.
vw eV, ([o]vi,w)+ ([v]*v1,w) + (Brot vy, rot w) + (vl,w) = (i1, w) + (rot(Bua), w).
Au sens des distributions, on obtient donc :
[o]v1 + [v]*v1 + rot (Brot vi) — rot (Bub) + vi = uj. (3.22)
Posons alors vg := B (g — rot v1); v est un élément de L?(R3) et la relation (3.22) entraine
rot ve = [o]vy + [V]*v1 4+ vi — iy € L3(R3),

ce qui montre que vo appartient & V. Ainsi, le couple (v1,va) € V2 est solution de (3.20),
(3.21). Maintenant, en posant :

v3 = [V]v] + u3, vy = [n]ve + uy;

le vecteur v = (vq,va,vs,vq) € D(A) est solution de (3.14) : A est maximal.
On déduit alors du théoreme de Hille-Yosida que le systeme (P;) admet une unique solution
(E,H,P,Q) dans C*.

2) Nous allons maintenant établir 'estimation (3.12). La relation (3.13) s’écrit aussi :

dU

avec U = ![E,H,P,Q]. On multiplie alors (3.23) par U et on integre sur R3; ce qui donne :
1d

9 dt“U(t)Hg = —(AU(t),U(t)) <0.
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Par conséquent, la fonction t — ||U(t)||o est décroissante ; on a donc :
vt >0, (U@ = [[E(, 1), H(,),P(.),Q(, 1)l < [[U0)]| = [[Eo, Ho, Po, Qollp- B

Le second point du théoreme précédent montre que la fonctionnelle d’énergie W, définie par :

Vi€ Ry, W)= /R [0 (BCHP + PG 0R) + po (IO +1Q(.H)] dx,
est décroissante. Il serait intéressant d’étudier son comportement de fagon plus fine, globale-
ment ou localement dans le matériau absorbant. Le cas du vide est traité dans [117] et [131]
ol I’on montre que I’énergie est localement exponentiellement décroissante. Nous reviendrons
sur cette question au chapitre suivant en apportant un élément de réponse dans le cas d’'un
couplage avec la condition de Silver-Miiller.

3.4 Conditions aux limites artificielles

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la construction de conditions aux limites
artificielles pour le systeme de Maxwell présenté dans ce chapitre. Ce systeme est une per-
turbation d’ordre 0 du systeme de Maxwell (d’ordre 1) posé dans le vide. Ainsi, on s’attend
a obtenir comme condition la plus simple la condition dite de Silver-Miiller :

=%

EAn)An+HAnNn=0.
Ho

En effet, cette condition correspond a la partie principale de toutes les conditions transpa-
rentes que l'on peut associer au systeme des équations de Maxwell posé dans le vide. Dans un
premier temps, nous justifions cette conjecture. Ensuite, nous montrons que le développement
de conditions d’ordre plus élevé n’est pas facile et demeure une question ouverte.

Nous proposons de construire des conditions pour une frontiere plane localisée en {z = 0}. Les
conditions artificielles s’obtiennent comme approximation d’une condition aux limites exacte
qui exprime la transmission parfaite d'une onde de {z < 0} dans {z > 0}. La condition exacte
est appelée condition aux limites transparente. Elle peut s’obtenir en transformant le systeme
en un systeme différentiel grace a une transformée de Fourier-Laplace en (y,z) et t. Nous
notons désormais (E\E,E\y,f/@\z) le champ électrique résultant associé au champ magnétique
(I/{\x, f/I\y,ﬁ\z); ky, k. et w les variables de Fourier associées respectivement a y, z et t. Nous
éliminons du systeme les transformées de P et Q définies respectivement par :

p- g gq-1lg

iweg 1w

Nous obtenons alors le systeme :

iweoaxl/?; = ikyl/:f\z — zkzlf[\y
iweoayE; = Zsz/{; — 855[/-1\2
iweoazE\’z = 8;51{]\3, — ikyl/{\x
iwpof Hy = ik By — iky B,
iwpobyHy = 0. E. — ik, E,
iwpo3 H, = iky B, — 0, E,
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avec :

[0 UV 7— 5
Vi=uxy,z2; aj =142+ - et =1+ S——
J Y J iweg  w?ed & iwpy  w2ed
A Tl'aide des relations :
E; _ kyH, — k.H, ot f/f\x _ k.BE, — kyE.
WEYQly Wi By

on élimine F, et H, du systéme précédent, ce qui permet de le transformer en un systeme
différentiel en x. Ainsi, si 'on note

E, =(E,E.) et H,=(H,H),

le couple (]51, ITII) est solution du systeme différentiel :

E, E,
O =M ;
H, H,
ou M est la matrice de My(C) donnée par :
02 Mo }
M = :
[ Moy 09
et Mia, My sont les matrices de Ms(C) suivantes :
_ 9 .
w
keyk. F b — k2
Mg = 6, , ;
w
I k2 — C—anﬁy —kyk. |
— 2 —
w
_kykz k; - c_Qﬂxaz
My = dp ;
2
w
| By - k2 kyk:
avec
1 1 1
0o = - ) 03 = ——, et c= .
IWEQ Ol iw o Bz NG

En remplagant o et 8; (j = x,vy, 2) par 1, on retrouve les équations de Maxwell posées dans
le vide. Dans ce cas, on détermine (voir [16] ou [56]) une condition transparente sortante en
projetant le champ (]5/)1,1/{1) sur le sous-espace propre associé a la valeur propre dont la
partie imaginaire est positive dans le cone de propagation.

A Daide de Maple, nous calculons le polynéme caractéristique de M. Il s’écrit :

U;_;axﬂx (ayﬂz + azﬂy) - k; (ﬁxay + O‘xﬁy) - kz2 (QI/BZ + Bxaz)

X2
Oé:vﬁac

xm(X) =X+

2
w
+—F xﬁac [ayﬁyk + azﬁzk + (O‘yﬁz + azﬁy)kzkg - C_Qayﬁy(aacﬁz + azﬁx)kz

w2 4
2 O‘zﬂz(axﬂy +05yﬁx)k + O‘xayazﬂxﬂyﬂz
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L’expression de ce polyndéme est assez compliquée. A Taide de Maple, nous pouvons calculer
ses racines mais les expressions de ces valeurs propres sont tres difficilement manipulables.
Pour s’en convaincre, on pourra consulter la partie 3.5 dans laquelle nous donnons ces va-
leurs propres. Cependant, dans le cas général, les racines de s sont solutions d’une équation
bicarrée qui admet quatre racines complexes distinctes {£a, £b} (voir la partie 3.5). La ma-
trice M est donc diagonalisable. Nous supposons que a et b ont une partie imaginaire po-
sitive. Ces deux valeurs propres sont alors associées aux ondes sortantes (se propageant de
{x < 0} vers {x > 0}). Nous formons maintenant la matrice de passage P € My(S%) (d’in-
verse P~ € M4(SY)) de la base canonique & une base de vecteurs propres {e,, ey, e_q,e_p}.
La matrice P est le symbole d'un opérateur P de OPS° et son inverse Q € OPS? a pour
symbole principal P~!. La condition transparente sortante, qui exprime la parfaite transmis-
sion de {x < 0} dans {z > 0}, est obtenue en imposant que les composantes rentrantes de
V, =Q(E,,H)) soient nulles a I'interface {x = 0}. Cela revient & imposer, dans le domaine
de Fourier :

(VL)1:0 et (VL)QZO en z=0.

Autrement dit, cette condition transparente s’obtient en imposant qu’a U'interface {x = 0}, la
projection des champs électromagnétiques sur les sous-espaces propres E_, et FE_; est nulle.
La base de vecteurs propres {e,, €y,e_g4,€_} exprime le symbole P de P. En général, inverser
P ne fait qu’exprimer le symbole principal de Q. En effet, pour déterminer le symbole de Q,
on utilise la régle de composition des opérateurs pseudo-différentiels (voir chapitre 1) qui per-
met d’obtenir QQ grace & un développement asymptotique de son symbole. Ainsi, on considére
une troncature du symbole de Q et la condition artificielle repose sur une approximation de
la condition transparente. Si 'on réfere aux calculs reportés dans la partie 3.5, on constate
que cette méthode s’avere difficile a mettre en pratique ici. C’est pour cette raison que nous
avons cherché a développer une autre idée.

Comme Q est explicité via son symbole, on peut aussi chercher a déterminer explicitement
les termes du développement asymptotique en identifiant les degrés d’homogénéité de chacun
des symboles (en utilisant le fait que les opérateurs considérés sont classiques). Nous allons
voir que cette approche, qui nécessite plus de calculs, a I’avantage de montrer rigoureusement
quel est le terme prépondérant dans la condition transparente. En particulier, on retrouve
directement la condition de Silver-Miiller, qui est la condition la plus simple obtenue lorsque
[0] = [7] = [n] = [v] = 0. Afin de développer cette approche, nous introduisons la matrice M*
de My (C) définie par :

02 M,
1 _ iwe
M'=| i a0 ,
WL 12 2
ou :
2
w 2
ke Sk
1 _
My = ,
w
2
-2 ks

Nous démontrons alors le résultat suivant.
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Proposition 3.4.1 La matrice M° := M — M est a coefficients dans S°.

Preuve. Etant donné la structure des matrices M et M L il suffit d’examiner les coefficients
de MYy := Myp— ﬁM L. Tout d’abord, les coefficients diagonaux de cette matrice s’écrivent :

Sk (6 — ——) = Rk (i - 1) .

TWweQ weg \ Oy

Or, nous avons :

2
Oy v
1— + ;2
1 1 wey  weEgg
Q L0 v?
T e T 222

Dans I’écriture ci-dessus, le numérateur est un symbole de S~ et le dénominateur est un sym-

bole de S°. Par conséquent, a;; ' — 1 est un symbole de S~!, donc Z.wleo (a;!—1) est un élément

de S72. Les coefficients diagonaux de MY, s’obtiennent en multipliant ﬁ(a;l — 1) par kyk.,
ils appartiennent donc & SY. Par ailleurs, les termes extra-diagonaux de M7, s’écrivent :

w? 1 w?
504 5 O z_k2 - T __k2 )
<62a & y) iweg (62 y>

2 2
2 W 1 2 W
504 (kz 2 axﬁy) iwso (kz 2 ) .

Ces deux termes sont de la méme forme, on peut donc se contenter d’étudier le premier, que

et

nous notons mia :

1 w2 1 w2 w 1 1
- Yol — k2 — YR = - — R —1).
2 TWEQ Qg ( c2 ozl y) tweQ ( c2 y) ieoC? (B —1) tweg Y\ g

On a vu que a; ! — 1 appartient & S~ donc Z.wleo k;(agl — 1) est un élément de S°. De plus,

2

(o vy

ﬁz_lz

iweg  w?ed’

donc B, — 1 est dans S™1, ce qui entraine que Z.E;”CQ (8. — 1) (et donc my3) appartient & S°. O

La proposition 3.4.1 montre que la partie principale du systeme différentiel vérifié par t[]i, ITII]
est représentée par la matrice M!. Cette matrice correspond également & la matrice obtenue
en appliquant la transformée de Fourier-Laplace au systeme de Maxwell posé dans le vide :
on retrouve le fait que le modele absorbant considéré est une perturbation d’ordre zéro du
systeme de Maxwell puisque la matrice résiduelle M? est & coefficients dans S°. Ainsi, cette
proposition laisse présager que les deux systemes vont admettre la méme CLA d’ordre le plus
bas (1/2 d’apres [5]), a savoir la condition de Silver-Miiller rappelée plus haut. Dans la suite,
nous justifions cette affirmation.

D’apres [52], les CLA peuvent s’obtenir en découplant les champs tangentiels a ¥ = {x = 0}
en une partie sortant dans ¥ = {x > 0} et une partie entrant dans ¥ = {z < 0}. Ce
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découplage est régi par un opérateur Il qui, le plus souvent, est pseudo-différentiel, global en
temps et en espace. Les CLA résultent alors de approximation de cet opérateur, cette ap-
proximation étant menée dans le but de rendre aisée et peu cotteuse 'intégration de la CLA
dans la méthode numérique. Afin de découpler les champs entrants et sortants, on projette la
solution le long des bicaractéristiques associées au systeme. Dans le cas simple du systéeme de
Maxwell posé dans le vide [16], les projections sont caractérisées a partir des vecteurs propres
de M. Dans notre cas, I’étude de la matrice est plus compliquée car M est perturbée par la
matrice M? et nous avons déja remarqué que le calcul direct des valeurs propres de M n’est
pas simple. Nous proposons, comme alternative, de commencer par diagonaliser M'. Comme
M est la partie principale du systéme complet, nous sommes sirs d’obtenir en premiére
approximation de la condition transparente la condition la plus simple associée au systeme
complet. Nous établissons alors le résultat suivant.

Théoréme 3.4.2 II existe une matrice inversible Py de M4(S°), d’inverse dans My (S°),
telle que V := 7751 YE,, H\] est solution du systéme différentiel :

835{\7 = Dl\Af + Rov,
avec D1 € diag,(S') et Ro € My(S°).

Preuve. D’apres [16], les valeurs propres de M1 sont les racines du polynéme :

2
— 2 w_2_ 2 1.2
(V) = (X475 — k- k)

La matrice M' admet donc deux valeurs propres doubles de signe opposé. On souhaite ca-
ractériser la propagation au voisinage de {z = 0}, on ne considére donc que des fréquences
(ky, k-, w) dans le cone de propagation :

w2

= — k= k>0

Ainsi, les deux valeurs propres doubles propagatives AL et A_ sont données par :

)\+:’i ——k‘g—kg et )\_:—)\+.
C

Les sous-espaces propres associés Ey, et IJ)_ sont de dimension deux et ona ), = Vect{ey 1;e; 2}
et B\ = Vect{e_ 1;e_5}, avec :

1 0
ki—w?/c? dwpoA s
kyks kykz
e+71 = e+’2 =
iweg At ’ k57w2/02 ’
kyk- kyk=
L 0 A .
_ 0 - - 1 -
WA k§7w2/02
kyk- kyk:
€e_1= €_2=
k:§ —w?/c? ’ _dwegAy
kyk= kyk
A . 0
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Soit Py € My(SY) la matrice de passage de la base canonique & la base de vecteurs propres,
on a:

Py ' M Py = Dy = diag (Ay, Ay, Ao, A_) € My(Sh).

o~

~ E,
Posons maintenant V := Py L1 7 |. Comme Py ne dépend pas de x, nous pouvons écrire :
H,
- B,
0,V =P, | __ |;
H,
d’ou :
N E. B,
BV =Py M | __ | +Py' MY .
H, H,

Ainsi, le champ V est solution du systeme :
8,V =DV + Py M"P, V,
ce qui achéve la preuve du théoréme puisque D € diagy(S!) et Ro := Py TMOPy € My(S%). O

Dans [16], on obtient un systéme découplé car la matrice M? est nulle (donc Ry = 0). Dans
ce cas, si on note II 'opérateur intégral de Fourier dont le symbole est donné par la matrice
Py ! on obtient la condition exacte sortante en imposant que la projection de t[]a, ITII] sur
le sous-espace propre associé a A; soit nulle. Pour le systéme complet (associé a M), cet ar-
gument ne va donner qu’une approximation de la condition exacte. En effet, pour obtenir une
condition exacte, nous devrions projeter sur les sous-espaces propres associés & M (comme
cela a été décrit au début de ce paragraphe). Cependant, la différence entre les deux conditions
est donnée par un opérateur d’ordre -1, on peut donc en déduire que la condition artificielle
la plus simple est la méme pour le systeme principal (M) et pour le systeme complet (M).

Théoreme 3.4.3 La condition aux limites artificielle la plus simple associée au modéle ab-
sorbant (P) s’écrit :

=%

Enn)An+ HAn=0 en =0,
Ho

ot n désigne la normale unitaire sortante a {x = 0}, Uintérieur étant représenté par {x < 0}.

Preuve. Nous avons vu que cette condition s’obtient en imposant que la projection de
‘(EL,H ] sur le sous-espace propre E) . soit nulle. Notons R la matrice de ce projecteur
dans la base (e4 1,e492,e_1;e_3). On a:

R(ey1) =eq, R(etz2) = ey 2, R(e_1) =R(e_2) =0,
c’est-a-dire :

RP(] - ,P(],Jr,
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oll Py 4 est la matrice définie par :
P0,+ - [e+,17 e+,27 07 0]

On obtient donc :

1 0 ikyks  wP/R—kD T
2 2eowA 4 2igqwA 4
0 1 k2—w?/c? ikyk.
R =P P_l . 2 2ieowA 4+ 2e0wA
= Fo,+70 — ok k2w /2
Whyhz y 1 0
20w 24 pow 4 2
w2/2—k2  ikyk, 0 1
L 2ipowAy 2w 2 J

Pour I'approximation, on fait tendre w vers l'infini (on approche donc Ay par iw/c dans R)
et la condition que nous recherchons s’écrit alors, dans le domaine de Fourier :

[z 0 0 g [ B
0 % 2510c 0 E\Z —0
— - 9
0 e b0 || 7
L _2;}00 0 2 1L ]/{\z i

c’est-a-dire :

J2E, -E.=0 et J2E.+E, =0
Ho Ho

En appliquant une transformée de Fourier inverse aux relations précédentes, on retrouve bien
la condition de Silver-Miiller. O

Afin d’obtenir des conditions d’ordre plus élevé, on peut penser a adopter la démarche
suivie dans [5]. Cette idée a été initialement utilisée dans [120] en vue d’étudier la propagation
des singularités pour des systemes hyperboliques. Ensuite, dans [119], les auteurs ont montré
que cette approche est bien adaptée a la construction de conditions absorbantes pour le
systeme des équations de Maxwell dans le vide au voisinage d’une frontiere courbe. Enfin,
cette idée a été reprise dans [5] pour développer des conditions de radiation d’ordre arbitraire
pour I’électromagnétisme. Notons Dy et Ry les opérateurs pseudo-différentiels de symboles
respectifs Dy € My (St) et Rop = Py LMOPy. Le champ de vecteurs V est alors solution de :

0;V =DV +RyV.

Nous introduisons maintenant une inconnue auxiliaire V1 liée au champ V par la relation
Vi = (I 4+ K_1)V ou I désigne l'identité et K_; un opérateur pseudo-différentiel dont le
symbole K_; est déterminé de sorte que V7 soit solution de :

0:V1 = (D1 + Mo)V1 +Ro1Vi;

avec Mo € My(S%) et R_1 € My(S71).

Proposition 3.4.4 Il existe une matrice K_1 dans My(S™1) telle que la matrice
Mo :=K_1Dy — D1K_1 + Py MOP,

soit diagonale par blocs.
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Preuve. Notons (k;;)1<i j<a les coefficients de la matrice X_; que 'on recherche et (r;;)1<i j<4
les coefficients de Rg = P, LA19P,. Comme

D, = diag ()‘-l-v )‘+7 _)‘-l-v _)‘-l—)a

on a:
0 0 2\ ki3 —2A ku
B o 0 —2\ikay —2\iku
KaaDr =Dk =1 o)kt 20 ks 0 0 ’
221 kg1 2X1kao 0 0
d’ou :
T11 r12 ri3 — 2A1 k13 riq — 221 kg
T21 r22 rog — 2A 1 kog  rog — 2A 1 koy
K_1D1 —D1K_1+Rg =
. ! ! 0 r31 + 2)\+k‘31 r32 + 2)\+k‘32 733 734
ra1 + 2)\+k‘41 T42 + 2)\+k42 T43 T44

Ainsi, nous pouvons définir une matrice X_; de My(S~!) en posant :

ki1 = koo =ksz =kaa =0, kiog = kot = ksa = ka3 =0, (3.24)
31 32 41 T'42
31 2)\+7 32 2)\+7 41 2)\+7 42 2)\+7 ( )
13 714 723 724
13 I 14 D3 23 D3 24 W ( )

La matrice X_1D; — D1K_1 + Rg est alors diagonale par blocs puisque :

11 Ti2 0 0

T21 T929 0 0
0 0 33 T34
0 0 T43 T44

K_1D1 —DiK_1 +Ro =

ce qui termine la démonstration. O

Nous déterminons maintenant les coefficients de la matrice K_; que nous venons de définir.

Proposition 3.4.5 Les coefficients de la matrice K_1 définie dans la proposition 3.4.4 sont
donnés par :

k11 = koo = k3z = kaa = 0, k12 = ko1 = k3a = ka3 = 0,

2
k31 = —koy = Sl [ ! (o — 1) + L (0zBy — 1)]

4)\+ zwﬂx WOy
2
ow 1 1
= — = -1 -1
k42 k13 4)\+ [zwﬁx (Oézﬁac ) + iwax (axﬁz ):|

1 [w? 1 1 1 1
b=t =~y | (o oe o)+ (o) +# ()
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Preuve. A laide de Maple, nous calculons les coefficients de Ry dont nous avons besoin pour
définir I_1 :

2
Eqw 1
31 =T = B [w (Oéyﬁac - 1) + - . (axﬁy - 1)] >
2
How
= = zPx — 1 . Mz T 1 ’
T42 = T13 2 |:iwﬂx (.3 )+ oo (a3 )}
_ _ 1 Je? -1 -1 4 12 (gL B2 (o1
T41—_T14—m ?(Qy‘i‘az_a:v — B )+ y(aac _ay)+ z(aac _az) )
CL)2 _ _ _ _
32 = —T23 = m l:C_Q (5y+5z_aac 1_5;18 1) +k§ (ﬁx 1_5y)+kg (538 1_52')] .

Grace a (3.24), (3.25) et (3.26), nous obtenons alors les coefficients de K_; :

k11 = koo = k33 = kya =0, k1o = ko1 = k3q = k43 =0,

2
31 Eow 1
k31 = —kos = — = — e — 1 By — 1|,
31 2 2) 4 40y [iwﬁx (a0 )+ Wy (aafy )}
2
T49 Low 1
42 1 22y 4Ny [iwﬁx (025 )+ waory (a3 )}
T41
ki = kg = ————
41 14 W
S W (g +a.—a; ' =B + k(™' —ay) + K2 (! — o) O
4)\+ C2 Y Y Y #

Nous déduisons de la proposition 3.4.4 le résultat suivant.

Proposition 3.4.6 Soit K_; une matrice de My4(S™') telle que K_1D1 —D1K_4 +730_1M0730
soit diagonale par blocs et K_1 lopérateur de symbole K_1. Alors, il existe un opérateur R_q
de symbole R_1 € My(S™1) tel que V1 := (I +K_1)Vest solution du systéeme :

0, V1 = (D1 + Do) Vi +R_, Vy;

ot Dy est lopérateur de symbole Dy = K_1D1 — D1K_1 + PalMOPO € My (S9).

Preuve. Posons V; := (I+K_;)V, on a:
0, V1 =0, K_1V+(I+K_1)d,V.
Comme 9,V =DV + RV, cela entraine :
0, V1 =0, K 1 (I+K_ )"V + T4+ K_)DT+K_1) 'V + T+ K_)Ro(IT+K_;) 'Vy.

L’opérateur K_; appartient & OPS™!, donc 9,K_; est aussi un élément de OPS~!. Par
ailleurs, on a, pour tout opérateur P :

I+ K_)PI+K_1) ' =P+ [K_1,P](I+K_1)" !,

ou [K_1, P] désigne le commutateur K_;P—PK_;. Dans le cas général d’opérateurs scalaires, si
I’on note p I'ordre de P, ce commutateur est d’ordre p—2. Etant donné qu’il s’agit d’opérateurs
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matriciels, [K_j,P] est ici d’ordre p — 1 et admet pour symbole principal X_1P — PK_1, ou
P désigne le symbole de P. On en déduit que :

0, V1 =D1V1+ {[K_l,Dl] (]I + K_l)il + Ro} Vi
+{ { Ko, Ro] T+ K1) ™' + 9, K1 (I+K_1)7'}} V.

L’opérateur entre accolades est d’ordre 0 et de symbole principal Dy = K_1D; —D1K_1 + Ro.
De plus, I'opérateur entre doubles accolades est d’ordre -1, ce qui termine la preuve. O

La méthode que nous proposons ne conduit pas a la diagonalisation des termes d’ordre
supérieur. Nous n’obtenons qu’une forme diagonale par blocs car les valeurs propres de la
partie principale sont doubles. La décomposition du systéeme & ’aide de matrices a coeffi-
cients homogenes transforme le systéme qui se comporte comme un systeme hyperbolique
(les valeurs propres sont multiples alors qu’il est strictement hyperbolique). Il serait donc
nécessaire d’adapter cette approche de facon a conserver le caractere strictement hyperbo-
lique du systeme.

Le fait de ne pas diagonaliser les termes d’ordre 0 rend difficile 'interprétation de 'opérateur
(I+K_1)Q. En effet, cet opérateur lie le champ électromagnétique a 'inconnue auxiliaire V3
qui est solution d’une équation de transport partiellement découplée. En imposant :

(a+xne(ELHL)), =0,

1,2

on obtient une condition d’ordre supérieur mais il est difficile de 'interpréter en terme de
projection. Afin de diagonaliser les temes d’ordre 0, il faudrait modifier la relation liant Vi
4 V. En effet, on ne peut pas rendre Dy diagonale puisque la matrice K_1D; — D1K_1 est
anti-diagonale par blocs. Ainsi, Dy est diagonale si :

T2 =721 =134 =143 = 0,

ce qui n’est pas le cas en général. On se retrouve confronté a un probléeme déja rencontré pour
le systeme de Maxwell tridimensionnel écrit au voisinage d’une frontiere courbe [119].
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3.5 Complément : valeurs propres de la matrice M

A Taide de Maple, on obtient les quatre valeurs propres {£A;, £A2} de la matrice M, ou
A1 et Ao sont données par :

2
Al = 200 \/QOéxﬂx |:k§ (amﬂy + Oéyﬂx) + k2 (0 + a2 f;) + L;)—anﬂx (Oéyﬂz _ Oézﬂy) + a:| :
2
Ag = 20, \/204;551 |:k?§ (0 By + ayBe) + k2 (agf: + a.0s) + C;)—anﬂx (ayB. — . By) — a:| :
avec

a = [ky4 (0435% + aiﬁ; - QQxﬁxazﬁz) + kz4 (Oézﬁg + 04253 - 20%538047;57;)

+ [2aacﬁy (Oézvﬁz - azﬁx) + 2042538 (Oéyﬁ:v - awﬁy)] kzkz
2

w
+2c_204:vﬁac (axayﬁyﬁz + ayazﬁxﬁy - agﬁxﬁz - axazﬁs) k;
2
w
"‘20_20490@10 (Oéxazﬁyﬂz + ayazﬁxﬁz - O‘xayﬁg - O‘gﬁxﬁy) k',z

w! 202 (212 2 22 1/2
+C_4axﬁx (ayﬁz + O‘zﬁy - ayazﬁyﬁz) ]
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Chapitre 4

Equations de Maxwell dans des
couches fortement absorbantes

Dans ce chapitre, nous étudions l'effet du couplage du systeme présenté au chapitre 3 avec
la condition de Silver-Miiller. Le contexte est différent de celui du chapitre 3 puisque nous
travaillons ici dans un domaine borné. Dans un premier temps, nous montrons ’existence et
I'unicité de la solution dans un cadre hilbertien. Ensuite, nous étudions le comportement en
temps long de la solution. Enfin, nous démontrons, sous une hypothese géométrique conve-
nable, la décroissance exponentielle en temps de la solution.

4.1 Caractere bien posé

On suppose que €2 est un polyedre lipschitzien convexe borné de R? dont la frontiere I" est
simplement connexe. Soit n le vecteur normal unitaire, défini en tout point de I et orienté vers
Iextérieur de 2. Pour simplifier, nous supposons que €9 = pg = 1 et nous nous intéressons au
probléme suivant :

OE —rotH+ [g]E+ [V|]P =0 dans Qx]0, oo,

OH+rotE+ [7T]H+ [n]Q =0 dans Qx]0, ool,

P —[VE=0 dans 2x]0, oo,

0Q—-[nH=0 dans Qx]0, oof, (4.1)
E(x,0) = Eo(x), H(x,0) = Ho(x) dans €,

P(x,0) = Po(x), Q(x,0) = Qo(x)  dans .

(EAn)An+HANn=0 sur I'x]0, ool.

\

Cette formulation a été justifiée au chapitre 3 dans lequel nous avons montré que la condition
de Silver-Miiller, posée sur la frontiere I', est une condition artificielle pour le modele considéré.
Les espaces de Sobolev d’ordre s sont notés H*(€2) et H*(T') et ils sont définis pour s et ¢ dans
R. On peut consulter par exemple [64] pour plus de détails sur ces espaces. Nous introduisons
I’espace fonctionnel :

V =1L%Q) x L%(Q) x L2(Q) x L3(Q),

qui est un espace de Hilbert muni de la norme du graphe. On note IL?(£2) I'espace produit
L2(Q2)3 = L2(Q) x L?(Q) x L?(Q) et dans tout ce chapitre, on utilise cette police de caractere
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pour désigner n’importe quel espace produit. Comme d’habitude, H(rot, ) désigne 1'espace
des vecteurs u de L2(12) tels que rot u appartient & L?(£2). Dans le cas d'un domaine régulier,
on montre dans [109] que les traces tangentielles v, (u) = (uAn)|, et (u An)An). sont bien
définies pour tout u dans H(rot, 2) et que 'on a :

(uAm) Any, € H 2(rotr,T),  (uAmn), € H 2(divp,T),

H™3(rotr,T') = {w € H™3(I')*,w -0, = 0,rotr w € H~2(T)},
et
H™3(divr,T) = {w € H(I)*,w-n, = 0,divr w € H 3(I')}.

L’opérateur rotr est défini comme la trace normale du rotationel et on construit la divergence
surfacique & ’aide de la formule :

divr w = rotr (n A w).

Lorsque €2 est un polyedre, la caractérisation des traces de H(rot, §2) a été donnée dans [29, 122]
a partir de différentes formulations et récemment, les résultats de [109] ont été étendus a des
domaines lipschitziens. Nous renvoyons & [30] pour les démonstrations. Dans [31], on montre
aussi que, lorsque I' est simplement connexe, on peut appliquer la décomposition de Hodge :
H™2(divp,T) = Vp H(T) & rotp H2(T),
H™2(rotp,T') = rotr H(D) @ Vi H2 (),
ot H(T') = {¢p € HY(T'), Ar¢ € H*%(I‘)} Ainsi, si 'on considére un vecteur tangentiel u qui
appartient & Hfé(din,I‘) N Hfé(rotp,I‘), il existe ¢ € H(T') et ¢ € H%(F) tels que :
u=Vr¢+rotry

et comme rotru € H_%(F), on a rotprotry = Apy € H_%(F). Comme Dapplication Ar :
HYT)/R — H~Y(T) est un isomorphisme, on peut en déduire que ¢ € H'(T). Ainsi,
u = Vr¢ + rotriy appartient & L*(T') et nous avons donc établi le lemme suivant.

Lemme 4.1.1 Supposons que I' est la frontiére simplement connexe d’un domaine lipschit-
zien. Alors,

H™2 (rotp,T') N H™2 (divr, T') © LA(T). (4.2)

Nous reviendrons plus loin sur ce lemme qui peut-étre optimisé en supposant que I' est plus
réguliere. En ce qui concerne les tenseurs [o], [v], [7] et [n], on suppose qu’ils vérifient les
propriétés suivantes. Soit X une surface telle que :

Q:w,UEUer,

ol w— et wy sont disjoints. On suppose alors que chacun des tenseurs ci-dessus est a support
dans w4 et que la frontiére externe de wy coincide avec I' (voir figure 4.1). De plus, chacun
des coefficients des tenseurs est supposé dans L (w™). Pour prouver que le probléme (4.1)
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Fia. 4.1 — géométrie du domaine {2

admet une unique solution, nous allons utiliser la théorie de Hille-Yosida. Pour cela, nous
introduisons 'opérateur A défini par :

S
rot T

A= —v] 0 0 g ’
0 =M 0 0

ce qui permet d’écrire le probléeme posé dans 2x]0, oo sous la forme :

aUu
— 4+ AU =0
ﬁ+ ’

avec U = '[E,H, P, Q]. On suppose que les coefficients des tenseurs [o], [7], [v] et [n] appar-
tiennent a L () et que les coefficients de [o] et [7] sont positifs.
Soit D(A) le sous-espace de V définissant le domaine de A. Alors,

DA)={veV, AveV, (viAn)An+vaAn=0onTl}
D’apres (4.2), on a :

D(A) = {v € V; vy,vy € H(rot, Q); (vi An)A n., (va A m)‘F € LQ(F)3;
(viAn)An+vyAn=0onT}.

Nous obtenons alors le résultat suivant.

Proposition 4.1.2 L'opérateur A: D(A) CV — V est mazimal monotone.

Preuve. Soit v dans D(A). On a :
(Av,v)y = / ([o]vi — rotva + [V]vs).vi dx + / ([T]ve 4 rotvy + [n]va).va dx
Q Q

- /Q ]vi.vs dx — /Q []va.va dx. (4.3)

Comme v et vy appartiennent & H(rot, ) avec des traces tangentielles dans L?(I')3, on peut
transformer ’équation (4.3) grace a la formule de Green en :

(Av,v)y = /Q([J]Vl v+ [T]ve - vo)dx + /F(VQ Am)-vydl.
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De plus, nAvy et nA (v An) sont liés sur I' par la condition de Silver-Miiller ce qui entraine :
Vv eD(A), (Av,v)y = /([J]Vl vy + [T]ve - va) dx —I—/ |vo Am|?dT.
Q r

Par conséquent, nous avons :
Vv e D(A4), (Av,v)y >0,

ce qui signifie que A est monotone.
La seconde partie de la preuve est consacrée a ’étude d’un probléme aux limites, dans le but
de prouver que A est maximal. Considérons u dans V; on cherche v dans D(A) vérifiant :

(Iy + A)v =u, (4.4)
ou Iy représente 'identité dans V. En développant (4.4), on obtient :

(I + [o])vi —rotvy + [v]vg =u;  dans Q
rotvi + (I 4 [7])va + [n]v4 =uz  dans Q

v3 — [V]vi = ug dans (4.5)
vy — [n]ve = uy dans Q
(viAn)An+voAn=0 sur I.

Les deux derniéres équations de (4.5) posées dans 2 permettent d’éliminer vs et vy. Le
systeme (4.5) se transforme alors en un systéme couplé de deux inconnues :

(I + o]+ [V]Q)Vl —rotvy =u; — [v]uz  dans Q
(I +[r] + [n]?)ve +10otvy =us — [njuy  dans (4.6)
(viAn)An+voAn=0 sur I'.

Les matrices I + [0] + [v]? et I + [r] + []? sont inversibles car [o] et [1] sont & coefficients
positifs. Par ailleurs, si l’on pose :

171 =u; — [V]ll:s, 175 =u2 — [77]114,

on montre facilement que U et Uy appartiennent a L2(2) car [v] et [n] sont & coefficients
dans L*>°(Q). Il s’agit donc de trouver un couple (v1, ve) dans H(rot, Q) x H(rot, §2) tel que :

(I + [o] + [V)?)v1 —rotvg =u;  dans
(I +[7]+ [77]2)V2 +rotvy =uz dans (4.7)
(ViAn)An+voAn=0 sur [

pour tout (uy,uz) donné dans L2(2) x L2(€).
En supposant que (4.7) admet une solution réguliere, on peut écrire :

vw € H'Y(Q)3, /(I+[U]+[V]2)V1'de—/I'OtVQ'WdX:/iII'WdX.
Q Q

Q

On utilise la formule de Green pour transformer la seconde intégrale et on obtient ainsi :
vw € HY(Q)3, /(I + o] + [V)*)v1 - wdx — / vy - rotw dx
Q Q
—/(w/\n)-VQdF:/ﬁI-wdx. (4.8)
r Q
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Ensuite, on peut éliminer vo dans  en utilisant la seconde équation de (4.7) :
va = (I + [+ [n)*) "z — (I + [7] + []*) "oty

avec la condition :
voAn=nA(viAn) surl.

L’équation (4.8) devient alors une équation variationnelle avec v; pour seule inconnue :
/(I + [o] + [P vy - wdx + / (I + [7] + [7]*) " 'rotvy - rotw dx
Q Q

= [ u; -wdx T =193 - rotw dx. .
+/F(V1An).<wm)dr_/ﬂl d+/Q(I+[]+[77]) 5 - otw d (4.9)

Nous poursuivons en vérifiant que ’on est dans le cadre d’application du théoréme de Lax-
Milgram. Soit a la forme bilinéaire sur W x W définie par :

a(viy,w) = /Q(I + o] + [P)P)v1 - wdx + /Q(I + [1] + [7]*) " 'rotvy - rotw dx

+/(V1/\n)-(w/\n)dF;
T
ou

W = {v; € H(rot, ), vi A n. < LQ(F)S}.

L’espace W est muni de la norme hilbertienne du graphe. On vérifie aisément que a est
continue et coercive sur W x W. De plus, la forme linéaire :

WEW»—>/ﬁ{-wdx—k/(I—F[T]+[77]2)_1ﬁ§~r0twdx
Q Q

est continue sur W. Par conséquent, grace au théoreme de Lax-Milgram, on peut affirmer
qu’il existe vi dans W qui est 'unique solution du probléme variationnel (4.9).
Ensuite, puisque D(Q)3 C W, on a :

Vw € D(Q)3, /Q(I + o] + [P)H)v1 - wdx + /Q(I + [1] + [7*) " rotvy - rotw dx

= / uy - wdx + / (I +[7]+ []*) 'uz - rotw dx.
Q Q
On définit alors vy par la relation :
vy = (I +[7] + [n)*) "' (uz — rotvy).

Le vecteur vy appartient a L2(Q) et :

vw € D(Q)?, /Q(I + [o] 4+ [V]*)v1 - wdx — /

Vo - TOtw dx = / ug - wdx.
Q Q

Apres application de la formule de Green, cette relation devient :

(I 4 [o] + [V]*)vi —rotve =u;  dans D'(Q)3,
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ce qui montre que rotvy appartient & L2(Q)3. Cela implique que I'on peut définir la trace
vo An dans H _%(div,F). En appliquant les mémes arguments au vecteur w € D(2)3, on
montre que :

|+ P wax— |

v2~rotwdx+/(v1/\n)-(w/\n)dFZ up - wdx
Q

T Q

ce qui entraine :
Ywe H2(T)®, ((viAn))An+vsAn,w)=0.
Ainsi, nous avons :
(viAn)An+vyAn=0 dans D'(T')?,
et
(vi An)An € H2(div,T).
Finalement, (vi, va) est solution du probléme aux limites (4.7) et en posant :

vy = [v]v] +us in Q,

vy =[nve +uy in

on reconstruit le champ v = (v, va,vs, vy) € D(A) qui est solution de (4.5). En conclusion,
l'opérateur A est maximal sur V. O

Nous pouvons alors appliquer le théoreme de Hille-Yosida. En effet, A étant maximal mo-
notone, il est générateur d’un semi-groupe continu de contraction noté {Z(t)};~0 et on a
donc le résultat suivant.

Théoréme 4.1.3 Pour tout (Eg, Ho, Po, Qo) dans D(A), le systéme (4.1) admet une unique
solution (E,H,P, Q) dans C° ([0,00[,D(A)) N C* ([0, 00, V).

Le résultat précédent traite le cas de données initiales régulieres dans D(A). On peut définir
une solution plus faible a partir de données initiales dans V, comme cela est précisé par
exemple dans [28]. C’est ce que 'on appelle une solution d’énergie finie qui est définie direc-
tement a partir du semi-groupe continu Z(t). Alors, pour (Eg, Ho, Pg, Qo) dans V,

(E7H7P7 Q) = Z(t) (E07H07 P07 Q0)7
(E,H,P,Q) € V.

4.2 Comportement en temps long

4.2.1 Introduction

Dans cette partie, on s’intéresse au comportement en temps long du champ électromagné-
tique. Pour cela, nous allons considérer différentes énergies et analyser comment ces énergies
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évoluent au cours du temps. On commence par introduire la fonctionnelle £ définie sur R
par :

1
VBHP.Q €V, &)= [ (BE+[HE+ PP+ QR dx

def 1
= SIEHP.Q).

La fonction ¢ +— &£(t) définit une énergie pour toute solution de (4.1) et on a le résultat suivant.

Proposition 4.2.1 Pour toute donnée initiale (Eg, Ho,Po, Qo) dans D(A), t — E(t) est
dérivable et si [o] et [T] sont positifs, elle est décroissante.

Preuve. D’aprés le théoreme 4.1.3, la solution de (4.1) appartient & C* ([0, 00[, V) si les
données initiales sont dans D(A). Par conséquent, comme £/2 est (au facteur 1/v/2 preés), la
norme de V, ¢t — E(t) est dérivable et nous avons :

Q
Ainsi, en utilisant les équations gouvernant (4.1), on obtient :
vt>0, &'(t)=- / (c|E-E+[rH-H)dx — / |E An|?dT, (4.10)
Q r

qui est négatif si [o] et [7] sont positifs. Ceci acheve la preuve. O

Pour des données initiales plus régulieres, on peut introduire d’autres fonctionnelles d’énergie.
Plus précisément, si les données initiales sont dans D(AF) avec k € N, on peut définir les
fonctionnelles :

1

VB.H.P.Q) € DAY, 6(0) = 5 [ (OFBE + 0P + 0FPP + ohQP) dx

1 2

En faisant exactement les mémes calculs que ceux menés dans la preuve de la proposi-
tion 4.2.1, on démontre que ces applications sont aussi décroissantes. Plus précisément, si
(Eo, Ho, Po, Qo) € D(A¥Y), avec k > 1, 'application ¢t — & (t) est dérivable et on a :

V>0, EL) _—/(af[a]E.afE+[T]afH-afH)dx_/yafEAanr. (4.11)
Q I

Nous poursuivons en cherchant a déterminer le comportement en temps long de ces fonction-
nelles. Pour le moment, nous pouvons seulement affirmer que ces fonctionnelles admettent
toutes une limite lorsque ¢ tend vers +o0o. En effet, chacune d’elles est positive et décroissante
(sous réserve de choisir de données assez régulieres). Dans cette partie, nous cherchons a
déterminer ces limites. Pour les équations de Maxwell posées dans le vide, ce résultat est
connu [11]. Dans ce cas, le comportement en temps long de 1'énergie dépend des données
initiales et de la géométrie du domaine considéré. En particulier, si les données sont a support
compact et si {2 est simplement connexe, le champ électromagnétique tend vers 0 lorsque ¢
tend vers 4+o00. Afin d’étudier les différentes fonctionnelles d’énergie, nous rassemblons, dans
le paragraphe suivant, des résultats qui nous sont utiles dans la suite.
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4.2.2 Résulats préliminaires

Nous avons rassemblé ci-dessous quelques résultats classiques d’analyse fonctionnelle que
nous utilisons pour étudier le comportement en temps long de I’énergie. Nous énongons des
lemmes suivis de leur démonstration ou de la référence dans laquelle on peut trouver une
démonstration du résultat annoncé.

Lemme 4.2.2 Soit Q un domaine de R? composé de deux sous-domaines w_ et w, tels que
Q =w_UXUwy ot w_ désigne le domaine intérieur de frontiére ¥ et wy représente le
domaine extérieur de fronticre L UT, avec YNT = . On a donc T = 9. Soit f € H1(Q)
a support dans w,. Soit ¢ € HY(Q) solution du probléme aux limites :

Ap=f dans €.
Alors, il existe une constante C' > 0 telle que :

IVellz2w_) < ClIVel 2wy

Preuve. La fonction ¢ est solution d’un probleme aux limites qui s’écrit de fagon équivalente :

Ap=0 dans w_, Ap=f dans wy,
[(p] =0 sur X =0w_Nows,
=0 sur T,

ou [¢p] désigne le saut de ¢ a l'interface ¥. Plus précisément, si I’on note ¢_ la trace intérieure
(sur dw_) de @ et ¢ sa trace extérieure, on a [¢] = ¢_ — ¢4 en supposant que la normale
a4 Y est orientée de w_ vers w,. Comme ¢ appartient & Hg (), p_ et ¢ sont dans HY/?(X).
Soit R l'opérateur de relevement défini par :

R:peHP(X)—q=R(p) € H(w),

ou q est tel que g, = ¢. L'opérateur R est continu [28]. Posons maintenant ¢ := ¢ — pl,,_.
Par construction, ¢ appartient a H& (w—) et on a aussi :

Ap=Aq dans w_,

avec Aq € H Y (w_). A T’aide de la formule de Green avec ¢ pour fonction-test, on en déduit
que :

IVéllLz@w ) < [Aqllg-1w_)- (4.12)
De plus, on a :
IVollizw )y < IVallLz@_) + [IVollLz@w_y- (4.13)

Le premier terme de l'inégalité (4.13) est majoré par C|[¢|f1/2(x) comme conséquence de la
continuité de 'opérateur de relevement. Pour majorer le second terme de (4.13), on utilise
tout d’abord (4.12), ce qui conduit & estimer ||Ag]||z-1(,_). Par définition, nous avons :

| < Ag, v > |

Aq “w-) = ’
18l =, B TNl
$#0
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on en déduit donc que :

1Aq]| g1y < IVallLzw_) < Cllell gz

Par conséquent, il existe une constante C* positive telle que :

IVeollLz@w ) < Cllell g (s

Par continuité de 'application trace dans H'(w, ), il existe C' > 0 telle que :

el /e sy < Cllela )

et comme @y = 0, ¢ vérifie I'inégalité de Poincaré dans w, :

lellews) < ClIVellLew,)-
En effet, si cela n’était pas le cas, il existerait une suite (¢ ), bornée dans H'(w, ) telle que :

or=0 sur I' et  [pglrz,) > kIVerlLz,)-

Quitte a diviser par [[gllr2(,,) (qui est non nul par hypothese), on peut supposer que
l¢kllL2@w,) = 1. En faisant tendre k vers 400, on obtient :

G IVerllzw,) =0

Comme (g )r converge faiblement vers ¢ dans H'(w,) (quitte & extraire une sous-suite),
I'injection compacte de H'(w,) dans L?(wy) implique :

or — ¢ dans L*(w,) fort.
k—+o00

On en déduit que nécessairement Vo = 0 dans 2. L’état limite ¢ est donc constant dans
w4 (supposé connexe) ce qui contredit le fait que py = 0 sur I' car (¢ )i converge fortement
vers o = constante dans H'(w, ), ce qui assure la convergence de la trace de ¢y, vers la trace
de ¢ par continuité de I'application trace de H'(wy). On a donc ¢, = 0, ce qui impose
¢ = constante = 0 dans w+ et contredit donc le fait que ||y ||*(wy) = 1.

En conclusion,

IVellr2w_) < ClIVel| L2

ce qui acheve la preuve du lemme 4.2.2. O

(wi)s

Lemme 4.2.3 Soit Q) un ouvert régulier de frontiere I'. On a le résultat de régularité suivant :
{u e L%(Q), divu € L*(Q), rotu € L*(Q),u An|p € H/?(I')} = H'(Q).

Ce résultat est classique, on trouve une démonstration dans [47]. Nous insistons toutefois sur
le fait que 'ouvert 2 doit étre régulier. Par exemple, supposer € lipschitzien ne suffit pas.

Lemme 4.2.4 Soit Q un ouvert de R® de frontiére T' lipschitzienne. Alors il existe une
constante C > 0 ne dépendant que de ) telle que :

Vu € H(div, ), lun| g1y < Cllullpaive),

Il arainy = (MalZa gy + ldiva]22(q)) 2.

Ce résultat est une conséquence immédiate de la continuité de Papplication trace sur H(div, Q).
Nous renvoyons par exemple a [47].
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4.2.3 Analyse en temps long

Nous avons vu que les énergies & sont des fonctions décroissantes du temps. Ces énergies
sont toutes définies comme la norme de la dérivée en temps d’ordre k du champ (E, H, P, Q).
Par conséquent, étudier les énergies revient a analyser le comportement en temps long de la
solution. Nous commencons par établir des résultats de décroissance localisés dans la couche
absorbante w .

Proposition 4.2.5 Soit (Eg, Ho,Po, Qo) € D(A2). Alors :

Jim 018l g,y = Jim [[FTH 2., ) = 0.

Jim J[EA || g2y = lim [[HAnf[p2q) = 0.

Preuve. Pour des données initiales dans D(A), nous avons vu que Iénergie £ est dérivable
avec :

vt>0,  &'(t) = —([0]E,E) ~ ([[]H,H) — [[EAn]{zp),
ot (+,-) désigne le produit scalaire usuel de L2(€2). On a donc :

([c]E, E) < =&'(t). (4.14)
Or, comme [o] est borné, il existe une constante C' > 0 telle que :

lloEl(,., < C(0]E. E).
L’inégalité (4.14) entraine alors :

Io]BI2s .., < ~CE(). (4.15)

Ayant supposé que les données initiales sont dans D(A?), I'énergie d’ordre 1 est aussi dérivable
et on a :

Vt 2 O, gi(t) = —([0]8tE,8tE) - ([T]atH, 8tH) - HZ?tE A\ n”]%Q(F)’
En appliquant le raisonnement ci-dessus a &1, on obtient de la méme fagon :

l[010EIRz ., < —CE). (4.16)
Fixons alors 7' > 0. On a, pour tout t > T,

(= DNERs e,y = [ 4 (6= DIBIRs,)) ds

En développant, il vient :

(t = D)[o]ElE2 ) = [ NoTBllf2(, )ds +2 | (s = T)(0]E, [0]0E)ds.
T T

Grace a (4.15), on a donc :
t

(t = DII0)BIRx ., < CET) — E(1) +2(t —T) /T ([0]E, [0]0,E)ds.
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Par ailleurs, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les estimations (4.15) et (4.16) entrainent :

201, [010,B) < 2|[0]Ell 12 | [010E 2y < I01EI22 o, + )02,
< —C(E'(t) + &)
d’ou :
(t = DB, < C{L+1t = T)ET) — E(t) + (t = T)(E(T) — &(t)} -
Par conséquent, pour tout ¢ > T +1 :
1Bl ) < CL2(E(T) = E(1)) + (E1(T) - &(1))}- (4.17)

(wy) =

Nous avons vu plus haut que les fonctions £ et £ admettent une limite lorsque ¢ tend vers
I'infini (elles sont décroissantes et positives). Par conséquent :

€ €
<= =

4C 2C
ou C est la constante apparaissant dans l'inégalité (4.17). Posons alors T'= 14 T*; on a
T>T*et,sit>T+1alorst>T* donc:

Ve >0, 37" >0, Vs, t > T, |E(s) —E(t) et [&1(s) —&i(t)| <

VE>T+1, Ilo1Elf2(,) <&

ce qui montre que [|[0]E||r2(,, ) tend vers 0. On démontre les autres résultats exactement de
la méme facon, ce qui justifie que nous ne développons pas les preuves. O

Si l'on suppose que [o] et [7] sont & coefficients strictement positifs dans w,, la proposition
4.2.5 montre que :

(E07H07P07Q0) € D(AQ) = thm HEH]LQ(er) = lim HHH]LQ =0.
—00 t—o0

(w+)

Evidemment, on peut généraliser le résultat de la proposition 4.2.5 en prenant des données
dans D(AFT1) k > 1. En effet, en appliquant la méme preuve a 8f*1E et 8f‘*1H, nous
obtenons le résultat suivant.

Proposition 4.2.6 Soit k > 1 et (Eg, Ho, P, Qo) € D(A*1). Alors :
. k—1 . k—1
lim (0108 Bl ooy = Jim [I[F0FH |2, = 0.
. k—1 T k—1 _
Jim |67 E A nf] 2y = lim (|7 HA 0| g2 = 0.
Comme précédemment, lorsque [o] et [7] sont & coefficients strictement positifs dans w, cette
proposition entraine :

=0.

(w+) (w+)

(E07H07P07Q0) € D(AkJrl) == tllglo Hatk_lEH]LQ = tli)r& Ha;fk_lHH]LQ

Par ailleurs, la proposition 4.2.6 admet le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.7 Soit k > 1 et (Eg, Ho,Po, Qo) € D(A*TY). On suppose que le support de
[V] (respectivement de [n]) est inclus dans le support de [o] (respectivement de [T]). Alors :

. L : k
tlirgo H@t P"LQ(w+) = tllglo Hat QH]LQ(w.;_) = 0.
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Nous allons maintenant étudier le comportement en temps long des champs dans €2 tout entier.
Comme les inconnues auxiliaires P et Q ont été introduites afin de modéliser le matériau
absorbant, il semble naturel de considérer le cas ou elles sont nulles dans w_. C’est pour cette
raison que nous supposons désormais que Pg = Qg = 0. Comme :

P =0,Q=0 dans w_x]0,00],
on a bien :
P=Q=0 dans w_x]0,00].

Afin d’étudier le comportement du champ électromagnétique (E, H) dans w_, nous décom-
posons chacun des champs de la fagon suivante. Soient p et ¢ dans H&(Q) solutions de :

Ap=divE dans et Aqg=divH dans €.

Les fonctions p et ¢ existent et sont uniques. Nous introduisons alors les vecteurs E* et H*
définis par :

E*:=E — Vp, H":=H - Vq.

Ces deux vecteurs sont a divergence nulle. De plus, comme p et ¢ sont nulles sur I', Vrp et
Vrq sont aussi nuls sur I', ce qui entraine que E* et H* vérifient la condition de Silver-Miiller
sur I'. Enfin, on montre facilement que E* et Vp d’une part, H* et V¢ d’autre part, sont
orthogonaux pour le produit scalaire usuel de L2(Q2). L'intérét de cette décomposition est
qu’elle permet d’utiliser un résultat connu pour un systéme de Maxwell de la forme :

( O,F —rot G =f dans ©x]0, o],
0,G+r10tF =g dans Q2x]0, 0o,

F(x,0) = Fo(x), G(x,0) = Go(x)  dans (, (4.18)
divF =divG =0 dans 2x]0, oo,
(FAn)An+GAn=0 sur I'x]0, oo[;

\
ol f et g sont donnés dans C? ([0, co[,L?(€2)), & divergence nulle avec :
Jim [[f[] () = Jim [[gly2) =0

Les données initiales sont supposées a support compact dans w_ a divergence nulle. Pour une
frontiere I' suffisamment réguliere (de classe C1), on a alors le résultat suivant (voir [111, 12]).

Théoréme 4.2.8 Soit (Fo,Go) € HY(Q) x HYQ). Le couple (F,G) solution de (4.18)
vérifie :

Jim (|2 (q) = lim [|Gllp2(0) = 0.

La preuve de ce théoreéme repose sur les propriétés du semi-groupe associé. La régularité de
la frontiere I' est nécessaire car on peut améliorer (au sens de la régularité) le résultat du
lemme 4.1.1. En effet, on a dans ce cas [11] :

H™2(rotr, ) N H™2 (divy,T') € H2(D),
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et comme les champs de (4.18) sont a divergence nulle, le domaine de opérateur est alors
inclus dans H(Q) x H(Q). A Taide de cette propriété, on utilise un argument de compacité
qui conduit au théoreme 4.2.8.

Nous allons appliquer ce résultat a notre probleme. Pour cela, nous décomposons E et H
comme ci-dessus et nous écrivons le systéme vérifié par le couple a divergence nulle (E*, H*).
Ce systeme est de la forme (4.18) avec :

f=—[o]E - [V|P —Vop,
g=—[7JH - [n]Q — V.

Les vecteurs f et g ont la régularité souhaitée et sont a divergence nulle (par construction du
couple (E*,H*)). Il s’agit de montrer que f et g tendent vers 0 (lorsque ¢ — oo) en norme
L2(€2). Ce résultat n’est pas simple & établir, la difficulté vient des termes [v]P et []Q, dont
le comportement en temps long n’est pas connu. Cela nous incite a étudier I’énergie £ en
appliquant le raisonnement précédent au couple (0;E*, 0, H*). Ainsi, nous nous intéressons & :

Of = —[0]0,E — [V, P — VZp,
Oig = —[7]0;H — [)0,Q — Vd}q.

Pour des données dans D(A?), 0;f et 0;g vérifient les bonnes hypotheéses de régularité. Par
ailleurs, pour (Eg, Hg, 0,0) € D(A?), la proposition 4.2.6 et le corollaire 4.2.7 montrent que :

. . . . 2

Jim [0¢f||p2q) =0 si et seulement si Jim IVOrplli2q) =0,
. . . . )

tlggo 10:8l[1.2() = O si et seulement si tli)rgo IVl (o) = 0.

Nous établissons alors la proposition suivante.

s43 R H 2 1 2 —
Proposition 4.2.9 On a : tli)r& VoDl o) = tlgglo IVO;dllp2q) = 0.

Preuve. On a :

(07E — 1ot 9,H + [0]0,E + [V]0:P, VO;p) = 0,
donc :

2

IVO2plli20) = — ([0]0E + [V]0P, V}p)
ce qui donne :

IVO2DllL20y < 0]0ElL2i0) + 1[M0PlL2q)-
De la méme facon, on obtient :

IV alliziy < N[0 20y + 101 Qll2 0

et on a le résultat attendu en appliquant la proposition 4.2.6 et le corollaire 4.2.7. O
En conclusion, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 4.2.10 Soient k > 1 et (Eg, Hg,0,0) dans D(A**2). On a alors lim & (t) = 0,

t—o0
c’est-a-dire :

Preuve. Nous venons de détailler la preuve pour k = 1, et elle est identique pour k£ > 2. O
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4.3 Stabilité exponentielle

Dans la partie 4.2, nous avons montré que le modele absorbant est associé a une famille
de fonctionnelles d’énergie qui tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers +o0o. Une question demeure
au sujet de I’énergie d’ordre 0. Nous ne pouvons pas préciser son comportement car nous ne
savons pas controler les inconnues auxiliaires P et Q. Dans cette partie, nous étudions une
énergie auxiliaire associée a (4.1) pour laquelle on peut, sous des hypotheéses convenables,
exprimer le taux de décroissance. Dans la suite, on suppose que le domaine d’étude {2 est
connexe et que sa frontiere est simplement connexe. Nous commencons par établir un lemme
préliminaire.

4.3.1 Résultat préliminaire
Lemme 4.3.1 Il existe une constante C > 0 telle que pour tout champ de vecteurs u vérifiant :
uclL?(Q), divu=0 dans Q, rotucL?*(Q), uAne HI/Q(I‘) sur T,

on ait :
[ulli2) < C ([[rotulliz) + [[u Anll2ry)) - (4.19)
Preuve. Nous avons vu que si la frontiere I' est réguliere, tout champ de vecteurs vérifiant

les hypotheses du lemme est dans H'(Q2). Supposons que 'inégalité (4.19) n’est pas vraie. Il
existe alors une suite (uy)x bornée dans H' () telle que :

[ugllz(o) > Cllrot ugllLz(q)-

Quitte & diviser par [[ugly2(q), on peut supposer que ||kl 2y = 1 et en faisant tendre &
vers l'infini, on obtient :

lim |[rot ug |2y =0 et lim [[u An| =0.
k—o0 k—o0

Par ailleurs, d’aprés I'injection compacte de H'(€) dans L?(£2), la suite u; converge vers u
fortement dans L2(Q2). On en déduit que le vecteur u vérifie :

divu = 0 dans Q, rotu =0 € L*(Q) et uAn =0 sur I

Par conséquent, u est dans le second espace de cohomologie défini par :
H?(Q) = {u € L*(Q), divu=0dans Q, rotu=0 ¢ L*(Q) et uAn=0sur I'},

qui est réduit a {0} puisque € est connexe de frontiere I' simplement connexe [47]. On en
déduit donc que u = 0, ce qui contredit le fait que la norme de u est égale & 1 dans L?(£2). O
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4.3.2 Présentation du modele étudié

Afin d’établir le résultat de stabilité exponentielle, nous étudions le systeme (4.1) sous des
hypotheses convenables. Le domaine intérieur w_ est le vide et le domaine wy est constitué
d’un matériau diélectrique modélisé par les inconnues auxiliaires P et Q. Dans tout ce qui suit,
les données initiales sont supposées a support compact dans w_, avec, ici encore, Pg = Qg = 0.
On suppose qu’'a t = 0, le champ électromagnétique est au repos et qu’il commence a se
propager a l'intérieur de w_ sous I'impulsion des données Eg et Hg. C’est pour cette raison
que nous supposons Eg et Hg a support dans w_ strictement. Si on suppose que Eqg et Hg
sont a divergence nulle, on assure que le champ électromagnétique se propageant dans w_ est
a divergence nulle a tout instant. Enfin, comme Py = Qg = 0, les inconnues auxiliaires P et
Q sont a support dans w. Elles ne perturbent donc jamais le champ solution des équations
de Maxwell dans w_. Dans la suite, nous associons au systéme (4.1) les énergies d’ordre 0, 1
et 2. Rappelons qu’elles sont définies par :

1

&) =5 | (BF+HP+ PE+ QR dx
1

Ei(t) = §/Q (I.EP + |0H]? +|0,P|* + [0,Q*) dx,
1

Ex(t) = 5/Q (1B + |92HP + [97P [ + 2Q[?) dx.

L’énergie £ est dérivable pour des données dans D(A) et la dérivabilité de & (respective-
ment &) est assurée si 'on prend des données dans D(A?) (respectivement D(A?)). Nous
supposons que [o] et [r] sont définis positifs sur L?(w, ), c’est-a-dire, puisque ces tenseurs
sont nuls sur w_ :

2 2
Ja >0, Velw), (oluw ol et (ruw >alulk.,) (420)
En résumé, nous faisons désormais les hypotheses (H) suivantes :

(i) Les données Eg et Hg sont telles que :
(Eo,Ho,0,0) € D(A%),
Supp(Eg) C w—, Supp(Hp) Cw_, divEg=divHo=0 dans w_,

(ii) les tenseurs [o] et [7], & support dans w,, sont définis positifs sur L?(w, ).

4.3.3 Etude de I’énergie
Nous introduisons maintenant 1’énergie auxilaire F définie par :
vt > 0, F(t) =&1(t) + E().
Nous allons montrer qu’il existe une constante p €]0,1[ et un instant 7 > 0 tels que :
F(T) < pF(0).

Cette estimation permet d’en déduire que ’énergie F est exponentiellement décroissante,
c’est-a-dire qu’il existe des constantes C' > 0 et 8 > 0 telles que :

Vi>0,  F(t) < Ce PF(0). (4.21)

Nous justifions cette affirmation en démontrant le résultat suivant.
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Lemme 4.3.2 L’estimation (4.21) est vérifiée s’il existe T > 0 et p €]0, 1] pouvant dépendre
de T tels que :

F(T) < pF(0). (4.22)

Preuve. Le lemme 4.3.2 est une conséquence d’un théoréeme établi par G. Pazy [110]. Selon
sa définition,

Fi#) = | 2()(By, Hy, 0,0)|[} + 5] 2(1) Bz, Hz, 0,0)] 3,
ou Z(t) est le semi-groupe de contraction continu associé au probleme (4.1) et :
E, = 0;E(x,0), H; = ;H(x,0), Es=0’E(x,0), Hsy=0?H(x,0);
c’est-a-dire, puisque [0]Eg = 0 (Supp(Eg) N Supp([c]) =0) et Po =0 :
E{ =rotHyg, H; = -rotEg, Es=rotH;, Hs3 = —rotE;.

G. Pazy a montré que F(t) vérifie (4.21) si et seulement si il existe un réel p € [1, +o0[ tel
que :

/ TEOP dt < oo (4.23)
0

Supposons maintenant que l'estimation (4.22) est vérifiée. La propriété (4.23) pour p = 1
est alors une simple conséquence du critere de comparaison séries-intégrales et de la théorie
des semi-groupes. En effet, une série géométrique de raison p €]0, 1| converge et par ailleurs,
d’apres les propriétés des semi-groupes, nous avons pour tout entier & :

1 1
FOT) = 5|26 (Bx, Hy,0,0)|13 + 2| 2(KT) (B2, Ha, 0,0)| 3
1 1
= 512((k = )T)Z(T)(E1, Hy, 0,0)[[ + 5 || Z((k — )T)Z(T)(E2, H2,0,0)][3,
d’ou :
0 < F(kT) < p*F(0).
Par conséquent, la série de terme général F(kT') converge et cela entraine la convergence de
la série de terme général :
(k+1)T
/ F(b)dt
kT

puisque l'on a, grace a la décroissance de F :

(k+1)T
/ F(t)dt < TF(KT).
kT

La démonstration du lemme 4.3.2 résulte alors directement de la formule :

kT k=1 .4+1)T
F(tydt =) / F(t)dt. O
1=0 /1T

0

Nous allons montrer que l'estimation (4.22) est vérifiée. Nous commengons par établir une
inégalité que nous utilisons dans la suite.
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Lemme 4.3.3 Il existe une constante C' > 0 telle que £(0) < &(0).

Preuve. Comme Py = 0, nous avons :

1
£0) = 5 [ (Bof + HoP) dx,
Q
et nous avons vu dans la preuve du lemme 4.3.2 que :
1 1
&10) =5 [ (Bl + [HaP)dx = 5 [ (Jrot Bof* + rot HoP?) dx.
Q 0

Par ailleurs, comme Eqg et Hgy sont a divergence nulle, on peut appliquer le lemme 4.3.1.
Puisque :

EoAn=0 sur I' e¢ HoAn=0 sur I,
le lemme 4.3.1 donne donc :
|Eoll2(q) < Cllrot EollL2q) et [[HollLz() < Cllrot Hollr2(q),

ce qui démontre le résultat d’apres les définitions de £(0) et & (0) ci-dessus. O
Pour établir I'estimation (4.22), il suffit de montrer que :
T T
37> 0, 30, > 0, 3C €)0, T, / Ft)dt < —C / F(t) dt + CoF(0). (4.24)
0 0
En effet, si (4.24) est vérifiée, la décroissance de F entraine :
(1 +T)F(T) < (C1+C2) F0),

d’ou l'inégalité (4.22) puisque Cy < T'. Ainsi, nous sommes ramenés a prouver l'estimation
(4.24), ce qui permettra d’en déduire (4.22) et donc (4.21) d’apres le lemme 4.3.2. Pour cela,
nous procédons en trois étapes.

T T
Premiére étape : contréle de / F(t)dt en fonction de / & (t) dt et F(0).
0 0

Lemme 4.3.4 [l existe une constante C' > 0 telle que :

B2, < —CE'(t), |1BE[f 2, ) < ~C& (t), 107 B2, ) < —C&(t);  (4.25)
[Pz, ) < —CE (@), 10H|F2,,) < —CE®), 107H|[F2,,) < —C&(F).  (4.26)

(wy (wy)

Preuve. Comme [0] est défini positif sur L?(w, ), il existe une constante C' > 0 telle que :
I0FE|F2 () < C([0)OFE,0E)  pour k=0,1,2.
De plus, nous avons aussi :

([o]OFE, 0FE) < —&,(t) pour k=0,1,2 (en notant & = &),
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ce qui prouve les estimations (4.25). Le méme raisonnement appliqué a [7] et H démontre les
inégalités (4.26). O

Afin d’estimer le champ électromagnétique, nous allons maintenant utiliser les décompositions
que nous avons introduites dans la partie 4.2. On écrit E et H sous la forme :

E=E*"+Vp e H=H"+Vqg
ou p et g sont solution de :

Ap =divE dans €, p=0 sur [,
Ag=divH dans (, q=0 sur T.

Nous établissons alors le résultat suivant.
Lemme 4.3.5 Il existe une constante C' > 0 telle que :

10" (¢, 120y < C (E2(6) = £1(1) = €'(1)) - (4:27)
Preuve. Comme O;E* est divergence nulle et a trace tangentielle dans H'/2 (T"), on peut lui
appliquer le lemme 4.3.1; on a donc :

||8tE*||i2(Q) <C <||8t1f0t E*\|12L2(Q) + [[OE" A nH%ﬁ(F)) ;
d’ou :

105" 2y < € (1000t B[22 g + 108 Amsr)) (4.28)
puisque ;E* An et 9;E A n coincident sur I'. Par définition de &], nous avons :

0 A nlay < ~&(2). (129)

De plus, comme 9;rot E* = 9;rot E, la deuxiéme équation du systéme (4.1) nous donne ’es-
timation :

|Birot B |72y < C (||8§H||i2(9) + [I[710:H][F2 (o) + ||[77]5tQ||i2(9)> : (4.30)
Par ailleurs, d’apres (4.26), nous avons :

I[F10:H22 ) < ClOHIIF2 (.., < —CEI(1), (4.31)
et :

1IOQE 20y = I*H 2, ) < CIHP2 () < ~CE'(#). (4.32)

On déduit le résultat attendu des estimations (4.28), (4.29), , (4.30), (4.31) et (4.32). O

En appliquant exactement la méme démonstration a H*, on obtient le lemme suivant.

Lemme 4.3.6 Il existe une constante C' > 0 telle que :

0 (2, 1220y < € (E28) — E1(0) — €'(1)) -
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Nous estimons maintenant la norme de 8;Vp dans L2(9).

Lemme 4.3.7 Il existe une constante C' > 0 telle que :

100Vl < C (E28) = E1(6) ~ €'(1)) -

Preuve. Nous procédons en deux étapes : on estime tout d’abord la norme de 9;Vp dans
IL2(wy ), puis on applique le lemme 4.2.2 pour étendre I’estimation & € tout entier. Evidemment,
nous pourrions estimer la norme de 9;Vp directement mais l’estimation ferait alors intervenir
la norme de &;E dans L?(2) qui est une des quantités que 1’on cherche & estimer. Nous avons :

10:VPIE2 () = 10:(B — E7)IZ2

(w) — (w4)?

donc :
10912,y < 2 (10BN + 1B R, ) -

d’ot, grace a (4.25) et (4.27) :
10:VPIE2(..,) < C (&) - E10) =€)

Cela entraine, apres application du lemme 4.2.2, 'estimation attendue. O

La méme démonstration permet d’estimer la norme de 9;Vq dans L2(Q) :

Lemme 4.3.8 Il existe une constante C' > 0 telle que :
2 2 2
10:Val22(0) < C (108 o) + 10H g, )
Ensuite, nous déduisons de ce qui précede ’estimation suivante :

Proposition 4.3.9 I existe une constante C' > 0 telle que :
&) < c(sg(t) — &) - 5’(t)>.
Preuve. Nous avons :
IOEI 2 () = 10E* (2 () + 10:V Pl 2(03y-

Grace aux lemmes 4.3.5 et 4.3.7, cela entraine :

IE 20 < C(&(0) - E1(H) - £'1)). (4.33)
De méme, en appliquant la décomposition de 0;H et les lemmes 4.3.6 et 4.3.8, nous avons :
|0HI2(0) < C(&(8) - £1) =€) (4.31)
Par ailleurs, nous avons :
10PI22 o) = V1B lE2() < ClElE2,) et 10iQlE2q) = InHIf2q) < CIHIIE: ., );

donc, grace a (4.25) et (4.26) :
10:P 20y < —CE'() et [0:QlF2(q) < —CE'(1). (4.35)
Les estimations (4.33), (4.34) et (4.35) permettent de conclure. O

T T
Cette proposition permet de controler / F(t) dt en fonction de / E(t) dt et F(0).
0 0
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Proposition 4.3.10 Il existe une constante C7 > 0 telle que :
T T
VT > 0, / Ft)ydt < < / E5(t) dt + ]—"(0)) . (4.36)
0 0

Preuve. Soit T' > 0. Comme F = & + &, la proposition 4.3.9 montre qu’il existe une
constante C > 0 telle que :

F(t) < O(&(1) - €1) - €0)),

donc :
/OT F(t)dt < C (/OT Ex(t) dt + £1(0) + £(0) — E(T) — g(T)>
T
<C (/0 Ex(t) dt + £(0) +5(o>> .

Mais, d’apres le lemme 4.3.3, nous avons £(0) < C&;(0). Comme & < F, on obtient (4.36). O

T
Deuxiéme étape : controle de / Ea(t) dt.
0

Afin de controler ce terme, nous allons utiliser une identité qui a été écrite la premiere fois
dans [88] pour le systéme des équations de Maxwell posé dans le vide et couplé a la condition
de Silver-Miiller. Dans notre cas, nous appliquons cette identité aux vecteurs 9?E* et 07H*
qui sont & divergence nulle dans €. Le couple (0?E*, 9?H) est solution du systéme d’inconnue
(F,G) :

OF —rotG =f dans Q2x]0, 0o,

0,G+r10tF =g dans Q2x]0, oo,

divF =divG =0 dans 2x]0, oo, (4.37)
F(x,0) = Fo(x), G(x,0) = Go(x) dans Q,

(FAn)An+GAn=0 sur I'x]0, col;

avec
f = —[0]0?E — [V]0?P — VO}p et g = —[7]0?H — [V]0}Q — Vd}q.
Notons F = 9?E*, G = 9?H et

~ 1 1
&) = 5 [ (PP +1GP dx = 5 (1Pl + Gl
Comme F et G sont a divergence nulle, on a, d’apres [88] :

/ng(t) dt — / (P(T.) AGT,) ~F(0.) A G(0,)) - mdx
/ / |F|2;|G|2 (m-F)(n-F) -~ (m-G)(n-G))dr di

//f/\G mdx+/ /F/\g -mdx, (4.38)

oll m est un vecteur vérifiant divm = 3 et 9; m, = 0 pour j # k. Nous établissons alors le
résultat suivant.
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Proposition 4.3.11 On suppose que § est étoilé par rapport ¢ un point xo de R3 et on pose
m(x) :=x — xg. Alors, il existe une constante Cp, > 0 (dépendant de m) telle que :

T _ T T T
/ & (1) dt < Com <52<o>— / Ey(t)dt + / £][2 0 dt + / ||g||p<mdt>-
0 0 0 0

Preuve. En notant

_ m(x e * — Qu (m(x) - n(x))* + [m(x)|
Fm = Sup|m(x)| et Fp, = Sup 2m(x) - n(x)

)

nous avons, grace a l'identité (4.38) :

T _ _ _ R:jn T
| &0t < B (8r) + ) + 2 [ (IF Al + 1G AnlEsgr) )

1 T 2 2 T 2 T 2
+1/0 (||F||]L2(Q)+||G||L2(Q))dt+/0 ||f/\m||L2(Q)dt—|—/0 llg Aml|fzq)dt. (4.39)

La définition de gg et la décroissance de &y entrainent :

&(T) + &(0) < C(EQ(T) + 52(0)) < C&(0). (4.40)
De plus, on a :
r 2 r 2
e nmiitag de < ¢ e at (4.41)
et :
r 2 r 2
| g nmiagdr<c [ gl d (1.42)

Par ailleurs, nous avons aussi :
[P Ao +1G Anfagy = [07E An|Zag + [0PH An|Za < ~CE().  (443)

En injectant (4.40), (4.41), (4.42) et (4.43) dans (4.39), on obtient :

3 [ &< cn (80 [ gwas [ kg [ lelea). o

Nous poursuivons en controlant les normes de f et g dans L2(£2).
Lemme 4.3.12 Il existe une constante C > 0 telle que :

1£]l£2(@) + lgllfz(@) < —CF'(1)
Preuve. Rappelons que f et g sont définies :

f=—[0]0/E ~ [V]O;P —Vp,  g=—[7]0fH - [V];Q — VI/q.
Grace a (4.25), nous avons tout d’abord :

0107 BI 20y < ClIOZEIl 2.,y < —C&() < —CF (), (4.44)

(wy)
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et :
2 2
|07 PI|L2(q) = I[VIPOEl| 20y < ClIOElZ2,, ) < —CE(t) < —CF'(t). (4.45)

Par ailleurs, le raisonnement utilisé dans la preuve de la proposition 4.2.9 permet de controler
la norme de V93p dans L2(€2). En effet :

(OPE — rot 97H + [0]07E + [V]07 P, V8;p) = 0,
donc :
2
IVOPplli20) = — ([0]0FE + V|7 P, VE;p)
d’ou :
IV pllLz() < NO10FElL2(q) + IV10F P2 q)-
D’apres (4.44) et (4.45), on a alors :
2
IV3pl[F2() < ~CF'(1) (4.46)
Les estimations (4.44), (4.45) et (4.46) prouvent alors que :
||f||12L2(Q) < —CF'(t).
Enfin, en appliquant exactement le méme raisonnement & g, on montre que :

lgllf2@) < —CF(1). O

T
Nous déduisons maintenant de la proposition 4.3.11 le contréle de / E(t) dt.
0

Proposition 4.3.13 Sous les hypothéses de la proposition 4.3.11, il existe une constante
Cm > 0 telle que :

T T
VT >0, / E(t)dt < Cpm (—/ F'(t)dt + f(O)) : (4.47)
0 0
Preuve. Fixons T > 0. Comme & < F et F' < &), la proposition 4.3.11 montre que :

T _ T T T
[ awascn (- [ FO@sro+ [kt [ lelo).
0 0 0 0

ce qui entraine, grace au lemme 4.3.12 :

/0 Y e dt < o <— /0 " @t ]—"(0)) . (4.48)

Par ailleurs,

~ 1 2 1 2 1 2 1 2
E(t) =&(t) + §Hvat2PHL2(Q) + 5”8t2PH1L2(Q) + §Hvat2QHLQ(Q) + §Hat2QH]L?(Q)

~ 1 2 1 1 2 1
E(t) + §||vat2p||]L2(Q) + §||[V]atE||]i2(Q) + §||V8t2Q||1L2(Q) + §||[77]8tH||]i2(Q),
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et nous avons vu dans dans la preuve de la proposition 4.2.9 que :

IVO2plILz(ay < I[0]0iElL2q) + [[10:P 120,
IV alli2 () < 10 H 20y + 11101 Qll2 o)
donc, grace a (4.25) et (4.26) :
2112 2 2 / /
IVOplE2a) < C(IOE R, + 1Bl ) < —C (&) + W),
2
IVoEal iz < C (10 H ) + [HIEa(.)) < —C(0) +£0),
Par ailleurs, toujours d’apres (4.25) et (4.26) :
IOEllf2q) < —CEL (1),
IO HI2 ) < —CEL (1)

Ainsi
T T _
/ E(t)dt < / E(t) dt + 0(51(0) —&(T)+£(0) — 5(T)>
0 0
T ~
g/ & (1) dt+C(51(0) +5(0)).
0
Comme £(0) < C&(0) (lemme 4.3.3) et & < F, on obtient :
T T _
/ & (t) dt < / E;(t) dt + CF(0),
0 0
ce qui démontre le résultat d’apres (4.48). O

Trosiéme étape : preuve de ’estimation (4.24).
Nous déduisons de ce qui précede la proposition suivante.

Proposition 4.3.14 Sous les hypothéses de la proposition 4.3.11, il existe T > 0 et des
constantes C1 > 0 et Cy €]0, T telles que :

T T
/ F(t)dt < —C4 / F'(t) dt + C2.F(0).
0 0

Preuve. Les propositions 4.3.10 et 4.3.13 montrent qu’il existe des constantes Cj et Cy,
strictement positives telles que :

T T
VT > 0, / F(t)dt < —clcm/ F'(t) dt + Cy (Con + 1) F(0),
0 0
ce qui donne le résultat en choisissant 7" > Cy (Cm + 1). O

Nous venons d’établir I'estimation (4.24), ce qui prouve, comme nous l’avons vu, (4.22) puis
(4.21) grace au lemme 4.3.2. Nous pouvons alors énoncer le théoréeme que nous avons obtenu.
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Théoréme 4.3.15 On suppose que § est étoilé par rapport & un point xo de R? et que les
hypothéses (H) sont vérifiées. Alors, il existe des constantes C' > 0 et 3 > 0 telles que :

Vt>0,  F(t) < Ce PLF(0).

Remarque 4.3.16 Notons qu’il est possible de généraliser le résultat que nous venons d’ob-
tenir au cas ou, dans w_, le systeme des équations de Maxwell est posé en milieu hétérogéne.
En effet, on remplace alors les constantes eg et ug par des fonctions € et u dépendant de x et
on applique une identité semblable a (4.38) et valable dans ce cas (voir [51]). Le reste de la
preuve reste inchangé.

4.3.4 Complément

Dans le paragraphe 4.3.3, nous avons démontré la décroissance exponentielle de I’énergie
F dans le cas o1 I'ouvert Q est étoilé par rapport & un point de R3. Nous montrons maintenant
que ce résultat s’étend a d’autres types d’ouverts, mais sur un modele plus simple obtenu en
prenant [7] = [n] = 0 dans (4.1). Pour cela, nous appliquons une estimation d’observabilité
obtenue par Phung [111] & partir d’une hypothése géométrique. Nous commengons par donner
une définition [111].

Définition 4.3.17 Soit I'y une partie ouverte de I' et Ty > 0. On dit que I'y contrile
géométriquement 0 s’il existe un compact Ty, de Ty tel que tout rayon rencontre I'yx]0,Tp|
en un point non diffractif.

En particulier, la frontiére I' d’un ouvert convexe {2 controle géométriquement 2. Nous avons
alors le théoréme suivant [111].

Théoréme 4.3.18 Soit I'y, une partie ouverte de I' et Ty > 0 tels que I'y, controle géométri-
quement 2. Soit T > Ty et V solution de :

RZV—-AV =0 dans Qx]0,T],
V.n=0 e rtVAn=0 sur (I'\T})x]0,T7],

tel que V|, € L2(I'x]0,T]) et 0,V € H-YT'x]0,T[). Alors, il existe C > 0 telle que :

IVilz@xgory < C (102 VIl rugorp + IV Izaqsoiry )
Dans notre cas, nous allons supposer que I’hypothése géométrique suivante est vérifiée :
{T", To} controle géométriquement €. (4.49)

Ainsi, nous faisons dans ce paragraphe les hypotheses (7'7) suivantes :

(i) Les données Eg et Hg sont telles que :

(Eo, Ho,0,0) € D(4%),

Supp(Eg) C w—, Supp(Hp) Cw_, divEg=divHy=0 dans w_,
(i3) le tenseur [o], & support dans w., est défini positif sur L(w. ),
(i) [7] =[] =0,

(#i1) {T',Tp} contrdle géométriquement €.
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Sous les hypotheses (ﬁ), nous obtenons, comme au paragraphe 4.3.3, la proposition 4.3.10.
Cette proposition a été obtenue seulement & partir des hypotheses (i) et (ii), et le fait de
prendre [7] et [n] nuls ne change rien. En effet, la seule différence se situe au niveau du lemme
4.3.5 : puisque [7] = [n] = 0, nous n’avons pas (4.30) mais :

|Orrot B[22 ) < ClIOPH R g,
donc, d’apres (4.28) :
18" (8, )] Fagey < € (£20) = £1(0))

et la conclusion du lemme 4.3.5 reste inchangée puisque —&" > 0. Ainsi, nous sommes ramenés
a établir, sous les nouvelles hypotheéses (H), la deuxieme étape de la preuve du paragraphe
4.3.3, c’est-a~dire a controler I'intégrale de E;(t). Pour cela, nous commengons par estimer le
champ magnétique en fonction du champ électrique et de F(0).

Proposition 4.3.19 Soit T' > 0. Il existe une constante C > 0 telle que :

T T
2 2
/0 HaEH(t,.)HLQ(Q)dtg/O 107E(t, |12 (g dt + CF(0). (4.50)

Preuve. Comme (Eq, Hg, 0,0) appartient & D(A42), 0?H = —9;rot E est dans L2(Q) et on a:
2
H@,?HHLQ(Q) = —(8trot E, 8t2H)

Comme (Eg, Hg, 0,0) appartient & D(A3), rot O?E est aussi dans L?(£2) et 1’égalité précédente
permet d’écrire :

T T
/ ||8t2H| |i2(9) = — [(@rot E, 8tH)](j; + / (I‘Ot 8t2E, 8tH)dt
0 0

T
= —[(Birot E,5,H)] ) + / (02K, rot 0,H)dt
0

+/OT (/Fn-(afEAatH)dr>dt

T
= —[(9rot E, 8tH)]0T + / (O7E, O?E + [0]0,E + [V]0,P)dt
0

+/OT (/Fn.(afEAatH)dr>dt

T T
= —[(&irot E,8,H)], + /0 ||83E||i2(9) dt + /O (OPE, [0]O:E) dt

T T
+/ (OPE, [u]@tP)dt—i—/ (/n (O7E A O,H) dI‘) dt. (4.51)
0 0 r
De plus, nous avons :

T 1 (T d
/ (O’E, [0]O,E) dt = = / (O,E, [0]0E)dt = = (O,E(T,-), [0]0,E(T, ")), (4.52)
0 0

1
2 dt 2
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car [0]0;Eq = 0 puisque Supp([c]) N Supp(d:Eg) = 0. Par ailleurs, on a :
T T
/ (?E, [V)0,P) dt = [(QE, [V]8,P)], — / (O,E, [v]0,P) dt
0 ) oT
= [(OE, [V]o,P)], — /0 (O:E, [V]*E) dt

= [(BE. [V]&:P)]y — 1/0 LB, PE) dt

2 Jo dt
= (OB, [10P)]{ + 1 (Bo, [1)*Bo) — 5(B(T, ), W°B(T, )
Comme Py = 0 et [V]?Eg = 0 (car Supp([v]) N Supp(Eg) = 0), nous obtenons :
T 1
/0 (92, [V]8,P) dt = <8tE(T, ), WP (T, .)) -5 (E(T, ), W2E(T, .)) . (4.53)

<0

Enfin,
/ n- (0;EAOH)dl = / O'E - (0,H An)dl
r r

:—/(n-(@fE/\n))~((8tE/\n)/\n)d1“
I

1d
= —5%‘@]3 A nH]iQ(F)a
donc :
T 1
/ (/ n- (8t2E A 8tH) dF> dt = —EH&E(T, A IIHEQ(F) <0, (4.54)
0 r

car 0;{Eg = E; est nul sur I'. En injectant (4.52), (4.53) et (4.54) dans (4.51), on obtient :

T T
2 2
/0 07H . ) < —[(Brrot B, 0,H)] T + /0 162E] 2
1
+§(8tE(T, ) o) E(T, ) + (0:E(T, ), [v]o,P(T,-)).

Comme &1, & et F sont décroissantes, avec & < F et & < F, nous avons donc :

T T
2 2
/0 1078 P2y < / 02E| %2 ) + CF(0). O

A Taide de cette proposition, on se ramene donc & estimer uniquement la norme de 6?E. Pour
controler ce terme, nous utilisons toujours la décomposition E = E* 4+ Vp et nous cherchons a
estimer les normes des termes 7E* et Vd?p. Ecrivons maintenant le modele dont est solution
le champ a divergence nulle E*. 1l vérifie une équation d’ondes avec second membre de la
forme :

O’E* — AE* = —[0]0,E — [V]*E — 9} Vp,
avec la condition de bord :

(O E*An)An—rotE*An=0 sur T.
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C’est ici que le résultat d’observabilité va étre fondamental. Nous décomposons le champ E*
en E* = E] + E;, ou E] et E5 sont respectivement solution des systemes suivants :

0?E; — AE; =0 dans Qx]0,T7,

divE] =0 dans Qx]0,T7, (4.55)
(O E; An)An—rotE; An=0 sur I'x]0, T'[;
et :
O?ES — AE; =f dans Qx]0,T7,
divE; =0 dans Qx]0, T,
) ) (4.56)
E3(x,0) = 0;E5(x,0) =0 dans €,
(O E5 An)An—rotE5 An=0 sur I'x]0, 77,
avec :

f = —[0]E — [V]*E — 07 Vp.

Sous I’hypothese de controle géométrique (4.49), la solution Ej du probleme (4.55) vérifie,
pour 1" > Tj, l'estimation suivante (voir [111]) :

T T
3C >0, / |07 B [[F2 (0 dt < c/ 107E; Anl|F2p dt,
0 0
d’om :
T T T
| 10 Byt <€ [ 10FE Ay it < —C [ g0y
0 0 0
et on obtient donc :
T T
/ 107|720 dt < —C/ F'(t)dt. (4.57)
0 0

Par ailleurs, la solution E3j du probleme (4.56) vérifie estimation suivante (voir [111]) :

T T

30 >0, /O 07 122 0 dt < c/o €122 g . (4.58)
Or, nous avons :
1120 = I| = [0]0E — [/]°E = 9} Vpl[f2(q) < C (||E||12L2(w+) +110El[f2(0,) + ||at2vp||i2(9)) :
ce qui entraine, d’apres (4.25) :

€120 < € (€10 — 16 + 12l Bagey ) (459)
Par ailleurs, nous avons montré dans la preuve de la proposition 4.2.9 que :

107V plliz) < [010:EllL2(w, ) + 110Pl2(w, ),
c’est-a-dire :

107V plli20) < No10EllL2 (o) + 1Bz, ),
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donc, grace a (4.25) :
102VplZ2a) < CIE R, + 10BI2a(,) ) < —C (€0 + E(1)). (4.60)
D’apres (4.59) et (4.60), nous avons alors :

€10y < —C (&0 + &)

En injectant cette inégalité dans (4.58), on obtient :
T T T
/ 07E 122 0 dt < C <—/ E1(t) dt + £(0) — 5(T)> <c <—/ Fle)dt + 5(0)) ,
0 0 0
d’ou :
T T
/ 62 E3] 22 0 dt < C <— / () dt + ]—"(0)) , (4.61)
0 0
puisque £(0) < C&;(0) < CF(0). De méme, d’apres (4.60) :
T T T
/0 107V pl[f 20y dt < C (—/0 E1(t)dt + £(0) — S(T)) <C (—/0 F'(t)dt +;f(o)> . (4.62)

Comme 0?E = 0?Ej + 0?Ej + 02Vp, les estimations (4.57), (4.61) et (4.62) permettent
finalement de contréler la norme de O?E de la facon suivante :

T T
/ |OPE |22 dt < c(-/ ]—"’(t)dt+3’:(0)>.
0 0

Nous énoncgons maintenant le résultat que nous venons d’obtenir.

Proposition 4.3.20 I existe une constante C' > 0 telle que :
T T
VT > T, / H@,?EHEQ(Q) dt <C (—/ F'(t)dt —I—}'(O)> .
0 0

T
Nous déduisons des propositions 4.3.19 et 4.3.20 le controle de / Eo(t) dt.
0

Proposition 4.3.21 1l existe une constante Co > 0 telle que :
T T
VT > T, / &:(t) dt < Cs (- / F(t) dt +J’-’(0)> . (4.63)
0 0
Preuve. Les propositions 4.3.19 et 4.3.20 montrent qu’il existe C' > 0 telle que :

T T
VT > Ty, /0 (HaZEHiQ(Q)+\|83H\|I2L2(m)dtgc(—/o f’(t)dt+f(0)>. (4.64)

Par ailleurs, on a :

T T T T
| 0PIyt = [ ImaBIRa < € [ 0B i< —0 [ g
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la derniere inégalité résultant de (4.25). Nous avons donc :
T T
/ |02P |2, g dt < —c/ ) dt. (4.65)
0 0
Les estimations (4.64) et (4.65) donnent le résultat. O

La proposition 4.3.21 permet alors de prouver l'estimation 4.24 et de conclure. En effet,
nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 4.3.22 Sous les hypothéses (ﬁ), il existe T' > 0 et des constantes Cp > 0 et
Cy €]0,T7 telles que :

T T
/ F(t)dt < —C4 / F'(t) dt + C2.F(0).
0 0

Preuve. Les propositions 4.3.10 et 4.3.21 montrent qu’il existe des constantes Cp et Co
strictement positives telles que :

T T
VT > Ty, / f(t) dt < —Cng/ f’(t) dt—i—Cl(CQ-i-l)f(O),
0 0
ce qui donne le résultat en choisissant 7" > Max {01 (Cg + 1),T0}. O

Ainsi, nous obtenons (4.21) sous des hypotheses différentes.

Théoreme 4.3.23 On suppose que les hypotheses (ﬁ) sont vérifies. Alors, il existe des
constantes C' > 0 et 3 > 0 telles que :

Vt>0,  F(t) < Ce PLF(0).
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Chapitre 5

Application aux Perfectly Matched
Layers

5.1 Introduction

Dans ce travail, nous présentons un modele de couches absorbantes parfaitement adaptées
pour le systéeme des équations de Maxwell en trois dimensions. Ce modele est obtenu a partir
du systeme (P) présenté au chapitre 3, mais dans le cas ou [v] et [n] sont des opérateurs
pseudo-différentiels (et non plus des tenseurs de fonctions). C’est un modele PML non splitté
qui repose sur 'introduction d’inconnues auxiliaires. D’une certaine maniére, on peut le voir
comme une extension a trois dimensions du modele 2D présenté dans [2] ou [113]. Comme nous
le détaillons plus loin, nous préférons voir ce modele comme le systeme de Maxwell posé dans
un milieu anisotrope et nous développons une analyse qui permet de le comparer a d’autres
modeles [115]. Dans notre étude, nous considérons des coefficients d’absorption variables.
Comme nous 'avons dit en introduction, cela rend I’étude mathématique plus délicate.

Nous considérons le systeme des équations de Maxwell en trois dimensions, formulées dans
I’espace libre :

{ 00, E —rotH = 0,

1oO0H + rotE = 0; (5.1)

oll g et pg désignent les constantes diélectrique et magnétique du vide.

Dans la suite, nous notons & = (z,v, z) la variable d’espace. Nous allons présenter un modele
de couche absorbante dans la direction des z. Dans ce qui suit, le demi-espace {x < 0}
constitue I’espace libre et la couche est représentée par le demi-espace {x > 0}. Par ailleurs,
on introduit des espaces de fonctions dépendant uniquement de la variable spatiale x et nulles
dans l’espace libre :

Y={f:R—-C, Vx <0, f(z)=0},

Sy ={f€eX; Ve >0, f(z) >0};

et on considere 'espace My, (respectivement My, ) des opérateurs diagonaux a coefficients
dans X (respectivement ¥, ). Pour définir I'action d’'un élément de My sur un vecteur de C3,
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on adopte la notation suivante :

Oy Uy
V(o] = diag(0s,0,,0.) € My, Yu= (uz,uy,u;) €ER®  [olu= | o,u,
O Uy
Nous proposons alors de considérer le modele suivant :
e00E —rotH + [¢]E + [v|P = 0, (5.2)

~ | po0H +rotE + [7]H + []Q = 0,
antP — [Z/]E = O,
100 Q — [n/H = 0;

oit P et Q sont des vecteurs de C?; [0] et [] (respectivement [v/] et []) désignent des éléments
de My, (respectivement Msy).

Ce modele est un systeme de type Maxwell couplé a deux équations différentielles ordinaires.
Notons que, dans l'espace libre {z < 0}, le systeme formé par les équations (5.2) et (5.3)
coincide avec le systeme de Maxwell (5.1).

Ay

espace libre couche PML

>
o, 7,0, v=0 o, 720

x=0

F1G. 5.1 — couche absorbante PML

Dans une premiére partie de ce chapitre, nous démontrons que (P) est un modele PML (a
condition de faire intervenir des opérateurs pseudo-différentiels). Pour cela, nous procédons en
deux temps. Nous commencons par supposer que les tenseurs [o], [7], [V] et [] ne dépendent
pas de x. Cette hypothese suffit a définir un cadre favorable a ’application de I’analyse par
ondes planes pour montrer qu’il est possible de choisir des tenseurs PML. Cette approche est la
plus courante [18], [115], [135]. Notons que, dans [18], 'analyse est développée en considérant
chacune des composantes des champs comme solution d’une des équations du systeme. Ici,
nous adoptons la méme démarche que dans [115], [135], en développant plutoét une analyse
vectorielle, ce qui facilite I'interprétation des résultats. Plus précisément, on montre que toute
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solution onde plane du systeme de Maxwell est parfaitement transmise du milieu réel au mi-
lieu PML sous des hypotheses réalistes (H) portant sur les tenseurs [o], [7], [v] et [1]. On étend
ensuite le résultat au cas de tenseurs a coefficients variables en montrant que les conditions
(H) dégagées précédemment sont suffisantes pour établir que le modele est un modele PML.
Ce résultat s’appuie sur la résolution d’un systeme différentiel. L’écriture de ce systeme n’est
pas conditionnée par (H). Toutefois, sans (H), sa résolution n’est pas évidente et ne garantit
pas de conclure que le modele est un modele PML. Dans une deuxieme partie, nous nous

intéressons au caractére bien posé du probleme (P). Nous prouvons l'existence et 'unicité de
la solution PML.

5.2 Analyse du modele par ondes planes

5.2.1 Définition

A laide d’une analyse par ondes planes, nous allons montrer que le modele (75) est un
modele de couches absorbantes parfaitement adaptées. Nous adoptons la définition proposée
dans [113].

Définition 5.2.1 Un modéle PML est un modéle de couche pour lequel on a :

(i) transmission parfaite entre 'espace libre et la couche, quels que soient la fréquence et
langle d’incidence,

(ii) décroissance exponentielle de la solution dans la couche.

Nous allons proposer deux démonstrations. La premiere, valable dans le cas ou les tenseurs
[o], [T], [n] et [v] sont & coefficients constants, s’appuie sur des considérations physiques. La
seconde, plus abstraite, repose sur la résolution d’un systeme différentiel et permet de traiter le
cas général ou les opérateurs de perturbation sont a coefficients variables. Néanmoins, ’étude
du cas ou les opérateurs sont constants (premiere démonstration) indique les hypotheéses
convenables a considérer pour traiter le cas général (seconde démonstration).

5.2.2 Analyse du modele a coefficients constants

Dans cette partie, on se restreint au cas ou les opérateurs [o] et [7] (respectivement [1] et
[v]) de My, (respectivement My) sont a coeflicients constants.

On cherche des ondes planes solutions de (P) sous la forme :

P = 1o’ @ KT pour ¢ =E,H P,Q; (5.4)
avec

k = k,e; + kyez + k.e3.

En injectant (5.4) dans le probleme (P), on obtient le systéme :

( 2
iweoE — rotH + [0]E + M E =0, (5.5)
(25412
. [ 4 _
iwpoH + rotE + [7]H + ——H = 0, (5.6)
ipow

iweoP = [V]E,
L iwpoQ = [n]H.
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Les équations (5.5) et (5.6) s'écrivent aussi sous la forme :

rotH = (iweo[l] + o] + ﬁ) E,

1EQW
(5.7)
__{; 1 4.
rotE = — (iwug[l] + [7] + —— | H;
ifow
ou [1] désigne la matrice identité. Nous avons donc :
rotH = iweg ME
(5.8)
rotE = —iwpugNH
avec
- 2 —
1o e 0 0
gow  Edw )
v
M = 0 1—i2Y 5 0 = diag(mg, my, m;)
fow  Efw ,
0 0 1 e
i gow  gfw?
et
— 2 —_
- e 0 0
pow  pfw ,
N = 0 i Zy 5 0 = diag(ng, ny, n.).
pow  pipw ,
0 0 - -
i pow  pgw? |

Nous supposons désormais que les hypotheses de compatibilité suivantes sont satisfaites :

7/2 2
(Hz) %:%,

La condition (Hj) correspond d’un point de vue physique & une condition d’impédance utilisée
notamment par Bérenger [18] (voir aussi [2], [115]). Quant & la condition (Hs), elle est en
quelque sorte une adaptation (mathématique) de cette condition au modele introduit. En
effet, grace aux hypotheses (Hy) et (Hg), on a M = N et le systeme (5.8) devient :

rotH = iwsg ME,

(5.9)
rotE = —iwpugMH.

80



Dans ses travaux précurseurs, Bérenger [17] perturbait le systeme de Maxwell via U'introduc-
tion des conductivités [o] et [7] et 'hypothese (H;) lui permettait de récrire le modele PML
sous la forme (5.9). Cette écriture est ici encore valable sous les hypotheses (Hy) et (Ha).
Compte tenu de la forme des champs, le systeme (5.9) s’écrit alors :

kANH = —wegME,
(5.10)
kANE = wpgMH.

Nous allons maintenant déterminer la relation de dispersion vérifiée par le vecteur d’onde k.
Pour cela, on introduit les changements de variable suivants :

E = M>E
H = M:H
1
kK = Lk.

(mxmymz)%
Le systeme (5.10) donne alors :

K ANH = —weoFE

K'AE' = wuH’
d’ot la relation :
KAKAE)= (K -E)X — (K -K)E = —w?cuE.
Mais, par construction, E’ et k’ sont orthogonaux et la relation se simplifie donc en :
kK -k = w?eoup.
On obtient finalement la relation de dispersion :
2 ky k2
'myfnz + m;nz + m;ny

=k, (5.11)

ol kg = wy/egpp est la norme du vecteur d’onde dans I’espace libre.
La courbe définie par I’équation (5.11) admet (en coordonnées curvilignes) la représentation
paramétrique suivante :

k., = ko\/msinqbcos 0

ky = koy/mym; sin ¢sin ¢ (5.12)

k, = ko\/m COS .
Dans ce qui précede, mzm,, mzm. et mym. sont complexes et la racine carrée de ces
nombres est définie a partir de la détermination principale du logarithme. Rappelons que
la détermination principale du logarithme est application z +— Log z définie sur C\ R_ par :

Vze C\R_, Logz = In|z| + iArg z,

ou z — Argz est la détermination principale de 'argument (application continue de C \ R_
dans | — 7w, 7[). Les racines carrées écrites ci-dessus sont alors définies par :

1

Vze C\R_, V7z = e2l08%,
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Remarque 5.2.2 Notons que, si les coefficients des tenseurs n’étaient pas constants, k dépendrait
de x et le raisonnement précédent ne pourrait pas s’appliquer. En effet, les systémes (5.9) et
(5.10) ne sont alors plus équivalents.

On considere maintenant une onde plane incidente se propageant dans le plan zy et qui tra-
verse 'interface {x = 0}. On souhaite déterminer les coefficients de réflexion a cette interface.
Les relations (5.12) deviennent :

ky = ko/mym; cos 6
ky = ko/mgzm; sin
k., =0.

Si 'on se place en mode TE,, le champ électrique incident est de la forme :
Ei _ Eoeiwtefiko(x cos 0;+y sin Gi)e3

et les champs réfléchis et transmis s’écrivent :
Er — TTEEoeiwte—iko(—ac cos Oty siné’r)e3
E; = tTEEOeiwte—iko(ac\/m cos 0y +y/mzm, sin Gt)es

ot 0, = 0; (égalité prouvée au chapitre 2) et " et tTF désignent les coefficients de réflexion

et de transmission en mode TE,. On déduit de ces valeurs et de (5.9) les champs magnétiques
incident :

g0 —i . in@; .
H; = F, 20 piwt, tko(x cos 0;+y sin 6;) (sm ;01 — cos 0102)’
Ho
réfléchi :
__TE €0 iwt —iko(—x cosOrtysinby)
r
H, =7r""Ey, | —e“"e (sinf,eq + cosb,ez),
Ho

et transmis :

H, = tTEEO 5_0ezwt‘e—iko(ac1 /Ty co8 0y +Yyr/Mgm sin 0) mz sin f,e1 — m; cos fe
Ho My my

Par ailleurs, on impose les conditions de continuité suivantes (voir chapitre 2) :

— continuité de la composante tangentielle de FE a l'interface :

14 rTE = 4T (5.13)
— continuité de la composante tangentielle de H a l'interface :

cosf; —r P cosf; = tTE M cos 0, (5.14)

my

— continuité de la phase :

sinf; = /m,m, sin 6. (5.15)

Les relations (5.13) et (5.14) donnent le coefficient de réflexion RTF :

cost; — , /z—jcosé?t
TE - (5.16)

T =

cos 0; + /= cos Oy
Y

82



Dans le cas TM,, on obtient de la méme maniere :

\ /%—Zcos@t — cos b;
r™ = . (5.17)
cos f; + f;—; cos 0;

Les relations (5.15), (5.16) et (5.17) montrent donc que, sous les conditions m, = m, et
m, = m !, on aurait rTE = ™ — (. Nous allons montrer que ces conditions sont réalisables
et qu’elles ne contredisent ni (Hy), ni (Hz). Tout d’abord, la condition m, = m, est simple a
réaliser : il suffit de prendre oy = 0, et vy, = v,. La condition m, = m; ! s’écrit quant A elle :

2 2
o v o v
(Lﬁ—&—2%><kw Z—23>:L (5.18)
Eow Eqw Eow Eqw
Nous cherchons maintenant & montrer lexistence d’un opérateur [v] vérifiant (5.18). Cher-
chant un tel opérateur a coefficients réels, nous montrons tout d’abord la proposition suivante :

Proposition 5.2.3 Il n’eziste pas d’opérateur [v] a coefficients réels vérifiant (5.18).

Preuve. Supposons qu’il existe un opérateur [v] de My solution de (5.18). En égalant les
parties réelles et imaginaires dans (5.18), on obtient alors le systéme suivant :

2 2 2,2
Vi vZ 0w0: _ VilV;
edw?  Bw?  fw?  efwt
(5.19)
2 2
Oz O, O V5 Oyl
cow  fow  ggwd  edwd’
En posant :
o o 030
s= 2y 0 p= 2%,
oW Eow egw
2 2 2,2
S = Vy + v, P_V:vyz,
T edw?  gdw?’ gl
0 0 0
le systeme (5.19) s’écrit aussi :
P=S+p, (5.20)
2 2
OLVI oLV
§= 3=+ 5% (5.21)
gwd  gpw
v? v?
La définition de S et la relation (5.21) montrent que X := —*5 et X := —* vérifient :
ggw gqw
Xi+Xo=05,
o o
Z X 4+ -2 Xy =s;
Eow Eow
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c'est-a-dire, grace a (5.20) :

Xi+Xo=P—-—p=X1X5 —p, (522)
% X+ 22X, =s. (5.23)
Eow Eow

La relation (5.23) donne I'expression de Xs en fonction de X :
XQ = —S8 — —Xl; (524)
o

ce qui montre, en injectant (5.24) dans (5.22), que X; est solution de I’équation du second
degré :

X2+ (2 e 1) X R T, (5.25)

Oz Oz Oz Oz

Comme egws = 0, + 0y, (5.25) se réduit a 1'équation :

2 Oz a;
X°=2X4+1+—+55=0, (5.26)
o, W
. o . N o oy o2
qui n’a pas de racine réelle puisque son discriminant réduit vaut : —— — 5= <0.
o, W

Par conséquent, v2 (donc ;) n’est pas réel. De la méme maniere, en déterminant I’équation
du second degré satisfaite par X, on montre que v, n’est pas non plus réel. O

Nous établissons maintenant le résultat suivant :

Lemme 5.2.4 On suppose que oy = 0, et vy = v, =0, =1, = 0. Il existe des valeurs de v,
et 1, satisfaisant a la fois mymy =1 et (Hy). Ces applications vérifient

2 2 0y
9 o (o + oy)eow + oy,
Vy = y0'2 —1 o2 0 s (527)
1+ 625)2 1+ 625}2
2 (Te + Ty ) prow + 72T
2 7, Nz T Ty y
W= g T (5.28)
1+ ppw? 1+ ppw?

Preuve. On cherche une valeur de v, vérifiant m,m, = 1, soit :

2
(“wa) (“7) —1
0 0

En écrivant v2 = a + ib avec a,b € R, on se rameéne & résoudre le systéme :

o
—Q — 050y — —4L =
Eow
o
—0y — Oy — =+ 2_3/2 0
Eow Sh1%
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d’ou

2 o
70+ e+ 22
y y
L+ edw? L+ cdw?

On prend donc pour v, une racine carrée de a + @b et, pour 7,, une racine carrée de :

Ty2 B (T2 + Ty)pow + 7—3 uToxw
14 i 14 1 '
t s t s
2 g2
L’hypothese (H;) entraine alors —5 = —%. Autrement dit, sous les hypotheses de ce lemme,
€& Mo

la condition (Hg) est une simple conséquence de la condition (Hy). O

Désormais, nous faisons donc les hypotheses :

(Hs) My = M,

(H4) My = m;l.

Comme nous 'avons prouvé au lemme 5.2.4, ces hypotheses sont notamment réalisées en
prenant o, = 0, vy =V, =1y =1, = 0 et v, 1, définies par (5.27) et (5.28). Nous avons en
outre établi le résultat suivant.

Proposition 5.2.5 Sous les hypothéses (Hy), (Ho), (Hs) et (Hy), r™% =™ = 0.

Il reste a préciser le comportement du champ dans la couche, c’est-a dire la forme de 'onde
transmise. On a vu précédemment que, pour une onde se propageant dans le plan xy, on a
(quel que soit le mode de propagation) :

Et _ eiwtefiko(x\/mcos 9t+y\/msin9t)A0
c’est-a-dire, sous les hypotheses (Hs) et (Hy) :

Et _ ethe*iko (zmy cos O¢+ysin 9t)A0~

Le nombre d’onde kg étant réel positif, la décroissance exponentielle de ’onde transmise
est alors conditionnée par le terme m, et seule sa partie imaginaire importe. En fait, il est
nécessaire d’avoir

Im(my) <0 (5.29)

pour que le champ transmis décroisse dans la direction de la PML. Maintenant, sous 1’hy-
pothese (H;) et en supposant que les tenseurs [o], [7], [v] et [n] sont définis par le lemme 5.2.4
(cas particulier des hypotheses (Hg), (H3) et (Hy)), on a :
o
=1-i—<L, 5.30
My ¢ 0w (5.30)
d’ou :

E; = e—)\koac cos 6¢ eiwt —iko(z cos O¢+y sin Gt)AO

e

avec A = % > 0 dans la couche {z > 0} ; d’out la décroissance exponentielle de I’onde trans-
mise.
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5.2.3 Analyse du modele a coefficients variables

Dans le cas ou les coefficients des tenseurs sont variables, nous proposons d’exprimer les
ondes se propageant dans la couche comme solutions d’un systeme différentiel d’ordre un.
Dans des travaux plus anciens consacrés au systeme de Maxwell 2D, Abarbanel et Gottlieb
[2] suivent une démarche similaire. Toutefois, ils n’exploitent pas directement les propriétés
du systeme et le résolvent en passant par des équations différentielles du second ordre non
standard.

5.2.3.1 Analyse dans le cas d’une couche infinie

On s’intéresse de nouveau au probléme (75) en considérant une onde électromagnétique
plane (E, H) de plan d’incidence Ozy (k, = 0). Comme précédemment, le probleme se ramene
a l’étude des deux cas de polarisation de 'onde, le cas TE, et le cas TM,. Nous traitons
seulement le cas TE,, la démonstration dans le cas TM, étant analogue. Nous nous plagons
en outre dans le cadre du paragraphe précédent en supposant que les conditions (Hj), (Hz),
(Hs) et (Hy) sont satisfaites. Comme le champ est supposé transverse électrique, on a :

0 H,
E=| 0|, H=|H,]|;
E, 0

et, compte tenu des hypotheses, le systeme (P) s’écrit :

e0OE; — 0y Hy + 0yHy + 0., =0, (5.31)
poOrHy + Oy B, + 7, Hy +1,Q7 = 0, (5.32)
o0 Hy, — 0, E, + 7,H, = 0, (5.33)
100t Qz — N Hy = 0. (5.34)

On souhaite résoudre le probleme précédent dans R? tout entier et pour cela, on cherche des
solutions du systeme (5.31)-(5.34) de la forme :

F B 1
H, | = Age!@thew=kyy) wk—/fo pour z < 0, (5.35)
H, ks

L . who

[ E, T €,
gx = ¢lWi=kyy) Zx pour x > 0, (5.36)

y y

L Qac . dz

ou e, hg, hy et g, sont des applications qui dépendent uniquement de la variable .
Tout d’abord, I’équation (5.34) donne ¢, en fonction de h, :

e = -nx h:v
iwho
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En injectant (5.36) dans le systeme (5.31)-(5.34), le probléme revient donc a trouver e,, hy
et h, solutions de :

Wwegm e, = h; + ikyhy, (5.37)
iwponzhy = ikye, (5.38)
iwponyhy = €., (5.39)
olt m, ng et n, désignent les quantités introduites au paragraphe précédent et ()" = %
x
La relation (5.38) donne alors
k
hy = Y €z,
Wy
d’ou, grace a (5.37),
o iw?eqpongm, — ik;e _ ikgnxmz + ikgnxmy - ik;e
Y WHENg : WO :
puisque w?egpp = k2 + k:;
Par conséquent, on doit résoudre le systeme différentiel :
€, 0 LW OTLy e,
d J—
dr T ik2ngm, + ianxmy — zkz
hy WO g hy
Afin de résoudre ce systeme, nous allons diagonaliser la matrice
0 1W LTy
E=1 ik2nam, + ik2ngm, — ik?
ikyngm, + ikynymy — ik 0
Wy
Son polynéme caractéristique s’écrit :
k.Q
32 2 2 Y
xc(X) = X° +ny | kym, + kymy, — ] (5.40)
€T

donc £ admet deux valeurs propres distinctes v et —v. Cette matrice est donc diagonalisable
et semblable & D = diag(y, —). Notons

1 LW Oy
8
Q=
i 1
LW HOTLy

la matrice de passage de la base canonique a la base de vecteurs propres de £. On a :

1 LW HOTLy
1 gl
-1 _ +
Q= .
. 1
TWHOTLy
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et
Q'Lo="D. (5.41)

Nous avons alors :

d €z €z €z
- =L =QDQo™! ,
v hy hy hy
donc
d e, e,
Q' — =DQ ! : (5.42)
hy hy

Comme Q! dépend de la variable z, on ne peut pas récrire (5.42) sous la forme :

d
—W =DW, 5.43
dx ’ ( )
ou
€z
w=9! . (5.44)
h‘y

En revanche, sous les hypotheses (Hy), (Hz), (Hs) et (Hy) dégagées au paragraphe précédent
HOUS avons :

Ny = My =M, =My

donc la matrice £ s’écrit

0 W oMy
. 2 my
1k oo 0

et ses valeurs propres sont £y, avec v = imyk,. Sous ces hypotheses, la matrice Q! ne
dépend pas de x puisque :

w
L —no
1 1 ko
Q =3 ”
— 1
who

Ainsi, nous disposons du systeme différentiel (5.43). On déduit qu’il existe des constantes A
et B telles que :
AefOx ~(s) ds

W = ,
Be— Jo v(s) ds
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et la relation (5.44) fournit les valeurs de e, et hy

e, = Aefom y(s)ds _ k‘i'uOBe— Jo (s) ds’
’ (5.45)
hy = kz AefO ds + Be™ fo

Pour déterminer les constantes A et B, on utilise la continuité de E, et H, a travers 'interface
{z = 0} (voir le chapitre 2, partie 2.5), c’est-a-dire les relations :

k
L(0)=A t h =——" A,.
e (0) 0 e y(0) g 0
1l vient :
Ky
A=0 et B=-— Ao.
WL

Enfin, comme précédemment, si [v] et [n] sont les tenseurs définis au lemme 5.2.4, on a

my =1—i2L; donc y = ik, + v kx,dou

gow ’
o 1
hy
H, ywuo
_ Aoei(wtfkmxfkyy e WEO J3 oy(s)d
_ ke
Hy who
Q inam, Ry
L Wz Nz Y w22

On vient donc de montrer de nouveau que le modele (75) est un modele PML.

Notons qu’en imposant o,(0) = 0, on assure aussi la continuité de H, a l'interface : il n’y
a alors pas de passage brutal de I’espace libre a la couche, ce que I'on ne saurait réaliser en
choisissant o, constante. La continuité de ), nécessiterait, quant a elle, d’imposer en outre
0,(0) = 0.

Remarque 5.2.6 La technique que nous venons d’utiliser permet de démontrer, sans avoir
recours a des équations différentielles du second ordre, que les modéles présentés dans [2] et
[113] sont des modéles PML.

5.2.3.2 Cas d’une couche d’épaisseur finie

En pratique, on ne se place pas dans le cadre précédent mais on utilise une couche
d’épaisseur finie {0 < x < a}. On doit alors imposer des conditions a la fin de la couche.
On reprend donc le travail mené au paragraphe prédédent en imposant les conditions usuelles
(conductivité parfaite) : continuité de £ a l'interface ainsi que Hy(a) = 0, i.e. e;(0) = Ag et
hy(a) = 0. La résolution du systeme (5.45) avec ces nouvelles contraintes donne :

Age—2a A
A= 20 et Bt 0

1+e 2/ wpp 14 20’
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a kx a
avec J, = / v(s)ds = ikza + — / oy(s)ds.
0 €ow Jo

En prenant foa oy(s)ds suffisamment grand on peut donc rendre A aussi proche de 0 (et
B aussi proche de _wk;fo Ap) que lon veut et ainsi tendre vers le cas de la couche infinie
étudiée précédemment. Comme il est souligné dans [113], tout revient a trouver un équilibre
convenable entre la fonction o, et I'épaisseur a de la couche.

Pour terminer cette partie, nous précisons la valeur des champs dans la couche :

E, = % <1 + e—Qikx(ac—a)e*QWkio [ oy(s) ds> ei(wt—kxx—kyy)efj%o Jo oy(s) ds’
6 a

k,m
Hac =2 yEz

WHo
Hy _ kiv AO 6—2ikx(x—a)€*2 j:o f; ay(s)ds 1 (Ez'(tut‘—kam:v—kyy)Q*ijO fox ay(s)ds

wpo 14 =27 ’

k
Qm::—4nx1%§g£;.
0

5.3 Formulation du modele PML

Le lemme 5.2.4 montre qu'il existe au moins un couple de tenseurs [v] et [] pour lequel les
solutions ondes planes se propageant dans {x < 0} sont parfaitement transmises dans {x > 0}
avec une atténuation exponentielle dans le milieu absorbant. Cependant, on remarque que les
tenseurs [%] et [n?] sont définis par des fonctions dépendant de z et de w. La formulation du
systéme PML est donc plus complexe qu’on ne le pensait. En effet, les matrices [1?] et [n?]
doivent plutot étre vues comme les symboles d’opérateurs pseudo-différentiels par rapport au
temps, a coefficients variables ne dépendant que de x. Ainsi, une formulation plus correcte du
modele PML est la suivante. Le quadruplet (E,H,P,Q) vérifie le systéeme :

g00tE —rotH + [0]E + [A]P = 0,
po0H + rotE + [7]H + [B]Q = 0,
g00P — [A]JE =0,

109, Q — [BIH = 0;

(5.46)

ou [A] et [B] sont des tenseurs diagonaux dont les coefficients sont des opérateurs pseudo-
différentiels en temps et a coefficients variables ne dépendant que de z. Les tenseurs [v] et [n]
de 'analyse précédente peuvent alors étre vus comme les symboles respectifs des opérateurs
[A] et [B] a condition que l'on ait la propriété suivante : pour tout champ d’ondes planes

P = ,¢Oei(wt—k.m)’
(Al =[] et [BlY = [n]y; (5.47)

ou [v] et [n] coincident avec les symboles de [A] et [B]. La propriété (5.47) est immédiate si
[A] et [B] sont des tenseurs d’opérateurs différentiels. Elle est aussi vérifiée par des opérateurs
pseudo-différentiels classiques si on adopte la formule de représentation donnée au chapitre 1.
Rappelons qu’un opérateur pseudo-différentiel classique 1" admet la représentation intégrale :

Toly) = Gy [ €€ty ©0(6) de.
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ou & désigne la variable duale de y par transformée de Fourier. La fonction ¢ := t(y, &)
représente le symbole de T'. La vérification de (5.47) est une conséquence immédiate de la
propriété :

ty. &) = e VET (V).

Désormais, les opérateurs [A] et [B] devront étre vus comme des opérateurs pseudo-différentiels
admettant la représentation :

[Alu(t,x) = (27r)_1/2/Ra(w,:r)ei“t.E u(w, ) dw,

[Blu(t,z) = (2%)_1/2/ b(w, 2)e™ Fy u(w, ) dw;
R

avec a(z,w) = [v] et b(z,w) = [n]. La notation F; désigne la transformée de Fourier partielle
en temps. On peut remarquer que les symboles de [A] et [B] ne dépendent que de z et de w.
Cette propriété est vérifiée par toute solution de I’équation (5.18). Les opérateurs [A] et [B]
définis par le lemme 5.2.4 sont des opérateurs pseudo-différentiels de OPS1/2 (Ry), c’est-a-dire
des opérateurs pseudo-différentiels en temps d’ordre 1/2 dont les coefficients sont réguliers et
s’expriment en fonction des tenseurs [o] et [7] respectivement. Le lemme 5.2.4 ne définit pas
directement les symboles de [A] et [B]. Cependant, il les détermine de fagon compléte car les
symboles de [A] et [B] ne dépendent que de x et w. La régle de composition des opérateurs
pseudo-différentiels s’applique donc trés simplement ici et on a :

s([A])? = s([A]),  s(IB])? = s([B*);

oi1 5([A]) et s([B]) désignent les symboles respectifs de [A] et [B]. Dans le cas général, s([A])?
ne définit que le symbole principal de [A]%. Le lemme 5.2.4 donne un exemple d’opérateurs
[A] et [B] wvia leur symbole. Notons que v2 et n2 sont des fractions rationnelles en w dont le
numérateur est de degré 1 et le dénominateur est de degré 0. D’aprés [120] ou [126], [A]? et
[B]? sont des opérateurs de OPS!(R;) et, par conséquent, [A] et [B] sont des opérateurs de
OPSY2(R;).

La formulation (5.46) fait donc intervenir des opérateurs pseudo-différentiels. Ces opérateurs
ne sont pas forcément tres simples a utiliser, notamment d’un point de vue numérique. Tou-
tefois, le couplage du systeme de Maxwell avec des opérateurs pseudo-différentiels peut étre
évité. En effet, [A] et [B] interviennent a la fois dans la construction des inconnues auxiliaires
P et Q, et dans la perturbation des équations de Maxwell. Cependant, on pourrait procéder
autrement lorsque 2 et v2 (et donc v2) sont des fractions rationnelles en w. On peut poser :

[A]? = [A4][Az],

ou [A;] est un opérateur différentiel dont le symbole est donné par le numérateur des coeffi-
cients de [1?] et [A] est I'inverse d’un opérateur différentiel dont le symbole est donné par
le dénominateur des coefficients de [1?]. Dans ce cas, une autre formulation équivalente de
(5.46) est donnée par le systeme :

g00:E —rotH + [0]E + [4;]P =0,
po0:H + rotE + [7]H + [B1]Q = 0,
£00;[A2]"'P —E =0,
1100¢[B2]7'Q — H = 0;
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qui ne fait intervenir que des opérateurs différentiels, ce qui est plus agréable. Cependant, cette
formulation augmente le degré des équations différentielles vérifiées par les inconnues auxi-
liaires. On peut évidemment choisir d’autres facons de décomposer [A]? et proposer d’autres
formulations du modele PML. Ces formulations sont équivalentes car elles sont associées a la
méme écriture symbolique, comme le montre 1’analyse par ondes planes. Cette analyse (menée
a la section 5.2) permet d’ailleurs d’énoncer le résultat suivant.

Théoréme 5.3.1 Soient [o] et [7] deux tenseurs de My, wvérifiant la condition de compati-
bilité (Hy) et tels que oy = 0. Si [A] et [B] désignent les opérateurs pseudo-différentiels dont
les symboles [v] et [n] sont définis au lemme 5.2.4, alors :

1) les hypothéses (Hs), (Hs) et (Hy) sont satisfaites,

2) le modéle (P) est un modéle PML.

5.4 Remarques sur le modele PML construit

5.4.1 Comparaison avec un modele existant

L’analyse par ondes planes du modele PML présenté dans [115] (voir aussi [135]) conduit
a I’étude du systeme :

iweoﬂE = rotH,

iwuoﬂH = —rotE,

ot M = diag (Mg, my, m;) est une matrice dépendant de w et des coefficients d’amortissement
définis par le tenseur [o]. Dans [115] et [135], on montre que 'on obtient un modele PML
(dans la direction des z) si les conditions suivantes sont satisfaites :

My =M., mgm. =1, et  Im (i) <0.

Autrement dit, analyse par ondes planes que nous avons menée conduit aux mémes condi-
tions PML que dans ces travaux (hypotheses de la proposition 5.2.5 et condition (5.29)).

5.4.2 Recherche d’un autre tenseur [v] convenable

Il est possible de construire un autre tenseur [v] vérifiant (5.18) et tel que 'on obtienne
un modele PML. Par exemple, en prenant v, = v,, '’équation (5.18) s’écrit :

X2 4 gqwli(og + 02.) — 250w] X — e2w? [isgw(oy + 02) + 0,02],
avec X = v2. Le discriminant de cette équation est donné par :
egw? [4efw® — (03 — 02)?] .

Par conséquent, on obtient :

gow
v = edw? —iggu———==2 O + 0z 4 20 \/45 w2 — (0, — 02)?, (5.48)

pour 4e2w? > (0, — 0,)%. Afin de réaliser I'hypothese (Hi), nous imposons maintenant :

oy =02, (5.49)
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et

vy =1, (donc v, =v, =uv,). (5.50)

En prenant v? défini par (5.48), on a alors mym, = 1 et 7P rT™ —= 0 puisque les

hypothéses de la proposition 5.2.5 sont vérifiées. On définit alors [n] a l'aide de (Ha2) et du
tenseur [v] considéré ci-dessus. Enfin, d’apres (5.29), la décroissance exponentielle de 'onde
dans la couche est assurée si :

Im(my) < 0.

Mais, d’apres (5.48), (5.49) et (5.50), on a :

2 2 2
.0 v .o 1% .o v
my=1—i—L — 2y2:1—z—y— s =1 —i— — %
Eow  Efw Eow  Efw Eow  EGW
Og+ 0O 1
=1—i——-1+i—=+ \/453w2—(ax—02)2
Eow 2eqw 2eqw

1 0, — O
= :l:—\/453w2 —(0p —0,)2 —i—-"
250&) 250&)
Par conséquent, si 'on choisit o, > 0,, la partie imaginaire de m,, est strictement négative
et le tenseur [v] que l'on vient de construire convient. Nous avons donc obtenu le résultat
suivant, analogue au théoréme 5.3.1 mais pour ces nouveaux tenseurs [v] et [n] construits.

Théoréme 5.4.1 Soient [0] et [1] deux tenseurs de My, vérifiant la condition de compa-
tibilité (Hy) et tels que oy = 0, et 0, > 0. Si [A] et [B] désignent les opérateurs pseudo-
différentiels dont les symboles [v] et [n] sont par (5.48), (5.50) et (Ha), alors :

1) les hypotheéses (Hs) et (Hy) sont satisfaites,

2) le modéle (P) est un modéle PML.

5.4.3 Variantes

Dans la suite, nous allons étudier plus particulierement le modele nous avons présenté au
début de ce chapitre. Apres avoir étudié ses propriétés mathématiques au paragraphe 5.5, nous
verrons au chapitre consacré aux simulations numériques (chapitre 6) qu’il est intéressant car
on peut éliminer les inconnues auxiliaires, ce qui améliore les performances de la méthode en
terme de colit numérique. On peut néanmoins construire d’autres modeles PML en partant
d'un modele du type (P).

Nous présentons ici deux autres modeles PML dont la méthode de construction est guidée
par le profil de modeles existants : le modele de Bérenger [18] et le modele étudié dans [114]
(voir aussi [91]). Nous avons vu que, dans le domaine fréquentiel, le modele (P) s’écrit, aprés
élimination des inconnues P et Q :

iwegME = rotH, twpgMH = —rotE.

Dans les modeles [18] et [114], la matrice M s’écrit

M =[1] + ] (5.51)

iu)Eo
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pour le premier, et

M =[] + 1oL (5.52)

iwéo

pour le second, avec :

o, O 0 ke O 0
oJ]=1] 0 o4 O et [k] = ky O
0 0 o, 0 0 kK

L’introduction d’un tenseur [k| identiquement égal a [1] dans le milieu réel et a coefficients
supérieurs ou égaux a 1 dans le milieu PML est motivé dans [114] par la nécessité d’atténuer
les ondes évanescentes dans la PML, ce qui n’est pas le cas du modele [18].

Nous allons remplacer g¢ et up par des tenseurs [g] et [u] toujours diagonaux et tels que l'on
retrouve (5.51) ou (5.52). On se place de nouveau dans le cas ou la condition de compatibilité
(H;) est satisfaite. Afin d’obtenir une matrice M du type (5.51) ou (5.52), on construit [] et
[1] de sorte que les tenseurs [v] et [n] sont éliminés dans le modele. Cela revient & imposer

. WP ks WP

iwle] + i €] iweg[1] (cest-a-dire  [¢] — €] eo[1])
pour retrouver (5.51), et

L BP ST 7

iwle] + o €] iweo K] (c'est-a-dire [g] 2 €] eo[k])

pour retrouver (5.52). La construction de [u] s’établit alors grace a la condition de compati-
bilité. Evidemment, la construction de [¢] et [u] ne montre pas que le modele est un modele
PML. 1l reste a faire 'analyse par ondes planes.

Nous présentons maintenant deux modeles pour lesquels cette analyse assure qu’ils sont par-
faitement adpatés. Désormais, nous faisons ’hypothese :

Vy =1y = 0. (5.53)

Nous cherchons alors des valeurs positives de ey, €., py et p, qui vérifient :

2

Wey + —2
WE,,

= IWKGEQ,

Va=1y,z
Ta

W

Whta + = WHKaflo;

avec :
(i) ko = 1 dans R3 si on cherche & retrouver (5.51) et ko = 1 dans {z < 0} ;
(79) ko > 1 dans {z > 0} si on veut retrouver (5.52).

Nous cherchons donc des valeurs positives de €y, €., jy et . telles que :
2
2 Va _
€ — Kaf0Ea — 2 0,
Va =1,z
2
2 Va
Mo — RaCola — E =0.

94



On obtient alors :

/ﬁa€0+\//€2€%+4y—% /ﬁauo—i—\//ﬁQ,ug—i—ZL%
Va=y,z, eq= ° ud et fo = ° Y. (5.54)

2 2

Ensuite, on détermine ¢, pour que le modele soit un modele PML. Compte tenu de (5.53) et
(5.54), la matrice M s’écrit :

€ . O
R Sl 0 0
€ Eow
0 0 oy
M = 0 Ky — 1—— 0
Eow o
0 0 Ky — 1—
Eow

On applique le méme raisonnement qu’au paragraphe 5.2 : 'onde incidente est parfaitement
transmise si les hypotheses (Hs) et (Hy) sont satisfaites. En choisissant :

oy =0, et Ky = Kz, (5.55)

on assure la condition (Hg). Afin de réaliser la condition (Hy4), on cherche ¢, sous la forme
€r = Kz&0+ 0, avec § € C. La valeur de i, sera alors donnée par la condition de compatibilité
LoExr = Eolty. La condition (Hy) s’écrit :

o
(Iix"f’__i—o-x > (Iiy—’i—o-y ) = ]_
€0 Eow Eow

En écrivant § = a + ib, il vient :

2

o0y Kaoy, 20z 9z0y Ty
" (1 = ky) +eo(l — Kary) — P Ky T 205 T w
a= — et b= —
y y
Ky + edw? Ky + edw?
On en déduit donc que :
2 ogo?
oxo Kxo 20z T , %y
ng% (I=ky)teo(l-rary)— Eowg Sy w +5(2)w3 +2
€x = KzE0 + — +1 — , (5.56)
Ky+—2 Kyt —ots
YT 2,2 VT gL2
T Ty Haﬂ'g 2Ty 7'957-5 Ty
W(l_“y)‘i‘lio(l_“x“y)_uowz ,K97+ugw3+?
My = Ky b0 + 7_5 +1 7_5 . (557)
Kyt —5ts Ky+—tls
y"‘ugoﬁ y+u3w2

Enfin, comme
My = Ky — 1——
Y Y wWEeQ ’
le raisonnement mené au paragraphe 5.2 montre que 'onde décroit exponentiellement dans
la couche puisque :

Et — ef)\kox cos ¢ eiwtefiko (zky cos Oi+ysin 9t)A0

)

avec A = 2L > 0 dans la couche {z > 0}.
ow

Nous venons donc d’établir le résultat suivant.

Proposition 5.4.2 On suppose que [g] et [u] sont définis par (5.54), (5.56) et (5.57) et
que les hypothéses (Hy), (5.53) et (5.55) sont satisfaites. Alors, le systéme (P), modifié en
changeant g en [¢] et po en [p], est un modéle PML.
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5.5 Propriétés mathématiques du modele PML

Nous avons vu dans la partie 5.3 qu’a partir du modele fréquentiel (5.7), on peut donner
plusieurs formulations du modele PML qui sont toutes équivalentes. Dans cette partie, nous
choisissons une formulation et nous établissons un résultat d’existence et unicité.

5.5.1 Introduction

Nous fixons T' > 0 et nous considérons le probleme :

OE —rotH+ [c]E+P =0 dans R? x [0, 7], (5.58)
OH+1otE+ [7TH+ Q=0 dans R? x [0, 7], (5.59)
) oP = [AJE dans R? x [0, 7], (5.60)
0,.Q = [IH dans R? x [0, 7], (5.61)
E(z,0) = Eo(x), H(x,0) = Hy(x) dans R3,
\ P(z,0) = Q(x,0) =0 dans R3.

Les tenseurs [o] et [7] sont des éléments de My, espace des opérateurs diagonaux a coefficients
dans W, avec

W ={w e L*(R), Vz <0, w(z) =0}.

Les notations associées a ces tenseurs sont les mémes que celles introduites au chapitre 3.
Contrairement a ce qui a été fait dans ce chapitre, nous ne faisons pas ici d’hypothese de
signe sur [o] et [7]. Par ailleurs, nous notons désormais, pour tout s > 0, X, l'espace défini
par :

Xy = C% ([0, s L*(R?)) ;
espace de Banach pour la norme du sup || - ||, :

VueXs, |lully, = sup [[u(-,w)llo.
0<w<s
Les opérateurs [A] et [I'] sont des opérateurs pseudo-différentiels en temps dont les symboles
respectifs sont [?] et [n?]. Les tenseurs [v?] et [?] ont été définis dans la partie 5.2. Ils sont
diagonaux et chacun de leurs coefficients est une fonction de w et de x.
On note S () la classe des symboles tels que :

Vs(w,x) € 51170(:1:), 0% s(w, )| < Colw|'™®, a€N.

Cette classe de symboles a été définie dans [120]. Dans cette partie, nous allons supposer que
[1?] et [?] sont & coefficients dans 81170(50). Ainsi, les opérateurs [A] et [I'] sont des opérateurs
de OPS! en temps, & coefficients dans W.

5.5.2 Existence et unicité de la solution PML

Le caractere pseudo-différentiel en temps de [A] et [I'] ne permet pas d’appliquer directe-
ment le théoreme de Hille-Yosida, comme cela a été fait au chapitre 3. C’est pour cette raison
que nous allons procéder différemment pour prouver que le probleme (P;) admet une unique
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solution. Désormais, nous supposons que les opérateurs pseudo-différentiels [A] et [I'] vérifient
les hypotheses suivantes :

[A] =[N0 +[Ao],  [T] = [0 + [To; (5.62)
ou [A], [7], [Ao] et [T'o] sont tels que :

(@) [A, ] € Mw (5.63)
(i1) [Ao], [To] : C° ([0, T; L*(R?)) — C° (R4; L*(R?)) (5.64)

(7i7) il existe une constante C(T') dépendant uniquement de 7T telle que :
| [ ouc.edel|, <ol et || [ wiut.ode], < cmlull,
(5.65)

pour tout s dans [0, 7], tout u dans X; et tout ¢ dans [0, s].
Nous établissons alors le résultat suivant.

Théoréme 5.5.1 Soient Eg, Ho dans L2(R®) ; [0],[r] dans My ; [A], [[] deuz opérateurs
pseudo-différentiels vérifiant (5.62), (5.63), (5.64) et (5.65). Alors, le probléme (P1) admet
une unique solution

(E,H,P,Q) dans Xt =C°([0,T],L2(R%)".
De plus, il existe une constante C' dépendant uniquement de t telle que :

V>0, |[B(1).H(. ], < [, Holly . (5.66)

Preuve. 1) Existence. Sous I'hypothese (5.62), on obtient, en intégrant les équations (5.60)
et (5.61) entre 0 et ¢ :

P(,t) = NE(, 1) + /Ot[AO]E(.,s) ds — [\|Eo (5.67)

Q.0 = b0 + [ CoH(..5) ds — ]Ho. (5.68)

Le couple (P, Q) appartient bien & X7 x X7 d’apres 'hypothese (5.64). On injecte alors les
relations (5.67) et (5.68) dans (5.58) et (5.59), ce qui conduit au systeme :

OE — rotH + [0]E + [NE(., t) + /Ot[AO]E(., s)ds — [\JEg = 0,

(5.69)
O H + rotE + [7|[H + [y]H(.,t) + /0 [To]H(.,s)ds — [y]Ho = 0;
que 'on écrit sous la forme :
a | E@®) E(t) E(t)
Bl =A + B (5.70)
dt | H(t) H(t) H(t)



ou A est I'opérateur maximal monotone :

A:D(A) =V xV — L3(R?) x L*(R?),

défini par :
0 rot
A= [ —rot 0 } ’
et B est I'opérateur défini par :
t
E(t) —[)\—i—o]E—/O [Ao]E(.,s)ds + [\Eg
B =
H(t)

b [ R )ds + B
Nous allons maintenant utiliser ’estimation suivante :

3C1(T) >0, Vsel0,T], VueX;xX, |[Bully, <Ci(T)|lullg,. (5.71)
Commencons par démontrer ce résultat. Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons,
pour tout u = (E, H) dans X, x X; :

vwe0s], |[Bul,w)f < 2(1\[A+01E<.,w>u% + 1Bl + || [ alB(, ) e[

w 2
b+ G0 + Il + || [ malF(. ) deO).
Comme, pour 0 < w < s, [[E(,w)llo < |[Blly, < [[ullx, et [E(w)llo < [Ely, < |[ullx,.
I'inégalité précédente entraine :

Vw e [0,s],  [[Bu(,w)l[§ <2 (A + 0 + A2+ |y + 71+ 1) [fulfg,

+2(H/OW[AO]E<.,5>d5Hz+H/Ow[ro]Hc,f)dst).

L’hypothese (5.65) montre alors que :

I1Bu(,w)l[§ <2 (A + 0+ AP + [y + 71> + 1 + C(1)°) [Jullz,,
d’ou :

1Bullz, <2 (1A= o> + AP+ v = 71> + b + C(T)?) [[ullz,,

ce qui démontre I'inégalité (5.71). Maintenant, nous définissons la suite (u"), oy d’éléments
de Xr par :

E
0 _ tA 0 | _ tA
u(t)=e [Ho ] = e“'up,
t
vn >0, u"tl(t)= / e =4 Bu"(s) ds.
0
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Nous allons montrer que »_ u™ converge normalement sur ’espace de Banach Xp et que la
n>0

somme est solution du systeme (5.70). Tout d’abord, notons que la suite u™ est bien définie.

En effet, u’ appartient & Xz et, si u” € Xp, alors Bu" € Xr (d’apres (5.64) et (5.65)), donc

u"t! € Xp. Afin d’établir la convergence normale de la série, nous montrons, par récurrence

sur n que :

C1(T)"s"

vneN, Vse[0,T], [u"lx, < —F—Iuollo, (5.72)

ou C1(T) est la constante introduite dans (5.71). Tout d’abord, (5.72) est vraie pour n = 0
étant donné que :

vt € [0,s], [[u’(®)llo = lle“uollo < [l lluollo < [luollo,

puisque A engendre un semi-groupe de contraction et donc ||e*4|| < 1. Supposons maintenant
que (5.72) est vérifiée au rang n. On a alors :

vt € [0, ], Hu"“(t)Ho—/O [|Bu” (w)]fo duw. (5.73)

Par ailleurs,
Vw € [0,t], ||[Bu”(w)lo < [[Bu"[x,,
ce qui entraine, d’apres (5.71),
Vw € (0,2, |[Bu(w)llo < C1(T)[[u"[|x,-
En appliquant I’hypothese de récurrence a cette derniere inégalité, on obtient :

Cl (T)n+1wn

vwe [0, [1Bu"(w)lo < —2—

|[uollo-

Grace a (5.73), on a donc :

C Tn+1 t
ve sl a0l < LD fugll [ du
. 0

Cl (T)n-i-l tn+1

S hrD) [luolfo,

. C Tn+1 n+1
d’ott [Ju”|[x, < %

tion (5.72) prouve que 'on a, en particulier :

C\(T)"T"
[u”[lx < —————I[uollo;

[luo|lo, ce qui démontre I'inégalité (5.72) au rang n+ 1. L’estima-

ce qui montre que »_ u" converge normalement sur Xp. Notons u la somme de cette série :
n>0

vVt €[0,T], wu(t)= iu“(t).
n=0
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L’application u € X7 x X7 est solution de (5.70) puisque :

%u(t) = Aet4ug + i (Au"“(t) n Bu”(t)) — Au(t) + Bu(t).
n=0

2) Unicité. Supposons que (5.70) admette deux solutions u et v associées a la méme condition
initiale ug = ‘[Eg, Hp|. On a alors :

t
u(t) = eug + / =4 Bu(s) ds,
0

t
v(t) = e?ug —l—/ et )4 By (s) ds;
0

donc :

u(t) —v(t) = /0 t =B (u - v)(s) ds. (5.74)
Nous montrons alors que :

VneN, Vse[0,T], [lu—vlx < %—t;{mHu—vHXs. (5.75)

La relation (5.75) est vraie au rang 0 puisque :

we sl u) = vl < [ 1B =v) @l do

t
< [ 1B =)l o

t
< [ @l vil, du
0
t
<Gy, [ do
0

< Ci(M)slu —vllx, -

Si on suppose que (5.75) est vraie au rang n, alors (5.75) est vérifiée au rang n + 1 car :

el ut) = vl < [ B =v)@w)l,de

t
§/0 HB(u—V)HXw dw

t
< [ il =vii, v

n—l—lwn—l—l
< [ @t vy, v
Tn+2 t
<A (+)1) vl [
n 0
Cl (T)n+28n+2
_WHU_"HXS-
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La relation (5.75) montre que nous avons notamment :
Cl (T)n+1Tn+1
(n+1)!
ce qui montre que u = v en faisant tendre n vers l'infini. Il existe donc un unique couple
(E,H) dans Xy x X7 solution du probleme (5.70) avec (Eg,Hp) comme condition initiale.

L’unicité de P et @ est alors assurée par les formules (5.67) et (5.68) .

vneN, |lu—vly, < [lu = vllx,;

3) Estimation (5.66). Il nous reste & démontrer l'estimation (5.66). Le raisonnement que
nous venons de mener est valable pout tout 7" > 0. Par conséquent, on a :

vt >0, [[E(.?),H( 1), =lu HO<ZHU Mo
SZHuont
Cl
<Z ||u0||0

< €A luofy. O

5.5.3 Vérification des hypotheéses dans le cadre PML

Nous allons terminer cette partie en vérifiant que les hypotheses du (5.62), (5.63), (5.64)
et (5.65) sont vérifiées lorsque [A] et [I'] sont les opérateurs définis au lemme 5.2.4. Rappelons
que dans ce cas, s([A]) = [?] et s([T]) = [?] avec :

2 2 0z
2 Uy . (O-x + O‘y)EOW + Uy Eqw 2 2
Vi = —1 v =v.=0;
x 0',5 9 Yy z I
1+egw2 1—’_50‘”2
2 Tz
2 _ Ty (Tx—l-Ty),uow"F Y e 2o
Ny = —1 ) ny_nz_ .
1+ 5 1+ 5
uw uw

Nous montrons alors la proposition suivante.

Proposition 5.5.2 On suppose que les opérateurs pseudo-différentiels [A] et [I'] admettent
pour symboles respectivement [V?] et [n?] ; ou [V?] et [n?] ont été définis au lemme 5.2.4. Alors

[A] et [I'] vérifient les hypothéses (5.62), (5.63), (5.64) et (5.65).

Preuve. Nous allons faire le raisonnement sur 'opérateur [A]; il est identique pour [I']. Grace
4 Maple, nous obtenons la transformée de Fourier inverse en temps de v/2

—(0y +0y)0; + 025t -0 e_UytY(t)

ou d&; désigne la distribution de Dirac et Y la fonction de Heaviside. On peut alors écrire
laction de [A] sur E :

—(00 + 0y)h By + 0y By — e Y (t) % B,

[AJE = 0 : (5.76)
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Notons que 'on a :

—JSefaytY(t) x B, (. t) = _/ gse*(tfs)ayy(t —s)E(.,8)ds

—0o0

Par conséquent, on peut écrire [A] = [A\] 4 [Ag] avec :
—(op+0y) 0 0 or—L 0 0
A = 0 00 et [Ao] = 0 0 0],
0 0 0 0 00

ou L est défini par :

t
L(Ey(.,1) = —/O JSef(tfs)ayEx(.,s) ds.

Le tenseur [A] appartient a My, et 'image de Xp par [Ag] est incluse dans Xr, ce qui montre
que les hypotheses (5.62), (5.63) et (5.64) sont vérifiées. Il reste & prouver I'inégalité (5.65).
Fixons s € [0,7] et prenons E dans X;. On a, pour tout ¢ dans [0, s] :

(/Ot[AO]E(.,w) d’w>x = /Ot oo By (. w) dw — /Ot (/Ow aSe*(wff)"yEx(.,f) d§> dw, (5.77)

t t
et (/ [Ao)E(., w) dw> = (/ [Ao]E(., w) dw) = 0. Par ailleurs, nous avons :
0 y 0 z

t 9 t 2
/ /JgEx(:c,w)dw‘ d:cg/ 03 (/ \Em(x,w)\dw) dx
r3 1Jo R3 0
t
S/ agt (/ ]Ex(ac,w)\de) dx
R3 0
t
< yay4t/ (/ ]Ex(x,w)Pdw) d.
r3 \Jo

Comme D'application (z,w) — E(z,w) est intégrable sur R3x]0,¢[, on peut appliquer le
théoreme de Fubini a la derniere inégalité :

J.

ce qui entraine :

t 2 t t
/USEx(:c,w)dw‘ d:c§|a|4t/ ||E(.,w)||3dw§|a|4t||E||§§g/ dw,
0 0 ~Jo

t 2
H/ o3, (@ w) duw|| < [o'T?|BI,. (5.78)
0 0
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De la méme maniere, nous avons :

(// T O, (,€) d€ du| _a\// 9, €) de du
< Jofoeel” < / [Ie. ‘dgdw>2
< ot [ [M e >|d5> dw
< |obe 2aTt/ / .
< |o[®e 2aTTz/ / o2 de du.

On integre la derniére inégalité sur R3, en utilisant de nouveau le théoréeme de Fubini :

t rw 2 t rw
/ // agefwff)%Ex(az,g)dgdw( d:c§|0|662|"|TT2// [E(., €)||3 dé dw
R3 0 JO 0 JO

t w
<lofteetr? [ [T B, dedu

< |o°e® T B[, ;

ce qui montre que :

t w 2
H// 026_(“’_5)‘79Ex(93,§)d§de < |o[0e2 T B3 . (5.79)
0 JO 0

Les relations (5.77), (5.78) et (5.79) montrent donc que 'on a :

" 2
| [ ol wyau]] <2 (o' + o0 T B

ce qui montre que [Ag] vérifie 'hypothese (5.65) et termine la preuve de la proposition 5.5.2. O
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Chapitre 6

Résultats numériques

Nous allons maintenant tester numériquement le modele PML que nous avons introduit
au chapitre 5. Nous commencons ce chapitre en écrivant un modele adapté aux simulations
numériques. Dans un deuxieme temps, nous présentons ces simulations.

6.1 Modele numérique

Afin de trouver une formulation pratique pour les tests numériques, nous repartons du
systeme (5.7) et nous nous plagons sous les hypotheses du lemme 5.2.4. Le systeme (5.7)
s’écrit alors :

2
<iw50 +o0,+ i) E; = (rotH) (6.1)
iweg
(iweg + oy) Ey = (rotH), (6.2)
(iweg + 0y) E, = (rotH) , , (6.3)
02
<iwuo + 7+ —F > H, = —(rotE), , (6.4)
iwpo
(iwpo + 1y) Hy = — (rotE), , (6.5)
(iwpo + 7)) Hy = — (rotE), . (6.6)

Par ailleurs, (voir le lemme 5.2.4) les applications v2 et 12 sont définies par :

2 2 o
9 oy (02 + oy)eow + 0y 2
vy = — — 2 ) (6.7)
1+ i 1+ Ju_
sguﬂ sgwg
2 2 Tz
o T Tt (63
z 14 T2 14 T2
pgw? pgw?
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On injecte alors (6.7) dans (6.1) et (6.8) dans (6.3), ce qui conduit aux deux équations :

wWeg — O
#E (rotH)x ;
L+ sguﬂ
w T,
MHQC = —(rotE), ;
1+ uowg

ou encore :

epw(iweg — 0y) By = (egw® + o) (rotH),,

e iwopo — 7,) Hy = —(p” + 72) (rot ),
En remplagant iw par d; dans ces deux derniéres équations, on obtient :

— 502 (e00y — 0)) By = (U — €507) (rotH)

— 130F (100 — ) He = (1307 — 1) (rotE),, .
On simplifie alors ces équations en utilisant les factorisations suivantes :
0 — 5082 (oy — €00%)(oy + €00y),
et
202 — 12 = (10 — 1) (100s + 7);
HoOpy — Ty HoOt — Ty )\H00t T Ty )5
ce qui montre que F, et H, vérifient les équations du second ordre en ¢ :

€20} B, = (0 + €00;) (rotH) (6.9)

padPH, = — (1100, + 7)) (rotE) . (6.10)
Nous introduisons maintenant les inconnues auxiliaires F,, et G, qui vérifient :
O F, = (rotH),, et 0G5 = (rotE),.

En intégrant les relations (6.9) et (6.10) par rapport au temps, on voit que E, et H, sont
solution des équations suivantes :

ok, = i <(r0tH)x + &Fx> , (611)
€0 €0
1 Ty
OH, = —— ( (rotE), + LG, | . (6.12)
Ho Ho
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En changeant iw en J; dans les équations (6.2), (6.3), (6.5) et (6.6), on a donc obtenu le
systeme du premier ordre en temps :

1
O, = — ((rotH)x n ﬁf}) ,
€0 €0

1
0E, = —(rotH), — ﬁEy,
€0 €0

1
OE, = —(rotH), — Y E,,

€0 €0
1
O H, = —— ((rotE)x n E@) 7 (6.13)
Ho Ko
O, H L rotE), - LH
= -_—— r _— s
ey Ho Y Ho Y
1 Ty
O H, = ——(rotE), — —=H,,
Ho Ko

| OiFy = (rotH),, 0,Gy = (rotE),.

Si 'on souhaite éliminer 7, des équations précédentes, il suffit d’utiliser I'hypothese (H1) qui
modifie (6.13) en :

¢

1
O, = — ((rotH)x n ﬁFx) ,
€0 €0

1
ok, = a(rotH)y - Z—iEy,

1
&E, = —(rotH), — LB,
€0 €0

O H, = S ((rotE)x + ﬁG}) , (6.14)
Ho €0

1 o
0,H, = ——(rotE), — 2 H,,
tiy HO( )y 0 Y

1
O H, = ——(rotE), — ﬁHZ,
Ho €0

O F, = (rotH),, 0,Gy = (rotE),.
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Notons que, dans le cas de la dimension 2 (mode TE), ce systéme devient :

1
OE, = —0,H + 2LF,
€0 €0

1
OE, = ——0,H - Z2E,,
€0 €0

9r g
)

1
oH = — (O,FE; — 0. E,) —
; uo(y v) =

OF = 0,H.

Enfin, le modele (6.14) que nous venons de présenter est valable pour une PML dans la
direction z. Si 'on souhaite appliquer des PML dans les directions z, y et z, on obtient le
systeme suivant :

( 1
OE, = —(otH), — "% p 4 %op
€0 €0 €0
1 O+ o o
oE, = —(rotH), — —= B, + -LF,,
tLoy €0 (ro )y o y T <(_:(2) Yy
1
QE. = —(otH). - X %p 4 Tp
€0 €0 80
1 oy +o o
OH, = ——(rotE), — X—=H, — ——G,,
iHy = =2 (1ot B)y = ———=Hy — Gy (6.15)
1
0H, = ——(rotE), — Tz 10 H, — %y Gy,
Ho €0 oMo
1
OH, = ——(rotB), - 2%y %= q
Ho €0 EoMo
8tF =rot H,
6tG =rotE.

Dans ce systeme, o, est une fonction dépendant uniquement de la variable x, o, une fonction
dépendant uniquement de y et o, une fonction dépendant uniquement de z.
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6.2 Simulations numériques

Nous présentons les résultats obtenus en trois dimensions a partir du systeme (6.15). Pour
la discrétisation en espace, on utilise la grille en quinconce standard [132] (figure 6.1) pour
les équations de Maxwell. Pour intégrer les équations en temps, la présence des inconnues
auxiliaires F' et G nous conduit & utiliser une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (voir par
exemple [32]) optimisée pour un stockage mémoire plus faible (voir par exemple [133]) plutot
qu’un schéma aux différences finies en quinconce en temps (Finite Difference in the Time
Domain ou FDTD). On considére un modele de taille 1,635 m x 3,635 m x 3,635 m discrétisé
par un maillage comprenant 328 x 728 x 728 points. Le pas d’échantillonnage est uniforme
dans les trois directions et vaut Az = Ay = Az = 5 mm.

AZ

N

N

N T
x

F1G. 6.1 — Grille 3D en quinconce de Yee [132] pour discrétiser les équations de Maxwell. On définit
l'amortissement discret o(z) au niveau des nceuds de la maille pour E,, E, et H, et au niveau de la
demi-maille pour E,, H, et H,.

L’algorithme d’intégration en temps repose sur un schéma explicite. Ainsi, pour que la simula-
tion reste stable, le pas de temps At doit vérifier, en I’absence de la couche PML, la condition
de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy [45] qui dans le cas du schéma de Runge-Kutta pour
la grille de Yee est (voir par exemple [127]) :

Dans le cas ou Az = Ay = Az on a donc Z_Axt < /2/D ou D est la dimension spatiale du
probléme, c’est-a-dire qu’en dimension trois le nombre de Courant est égal a \/m ~ (,816.
Cependant, en présence de la couche PML, les termes o,, o, et o, de (6.15) réduisent
légerement la limite de stabilité. En pratique, nous prenons donc un nombre de Courant
égal a 0,75, ce qui correspond a un pas de temps de 12,5 picosecondes. On effectue une
simulation sur 800 pas de temps, soit une durée totale de 10 nanosecondes.

Dans la premiere expérience, les couches absorbantes sont localisées de chaque c6té du
modele, le long de I’axe des  uniquement (on prend o, = 0, = 0 dans (6.15)). Chacune de ces
couches a une épaisseur de 10 points de grille. En suivant les travaux de [63] et [114], on choisit

o(x) = 00(%)]\[, ou L est I’épaisseur de la couche absorbante, N = 2 et oy = % ~ 0, 891.
Sur les bords extérieurs de la couche au sommet de chaque PML, on impose une condition de

conducteur électrique parfait dite PEC (Perfect Electric Conductor) qui est une condition de
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Dirichlet sur les composantes tangentielles du champ électrique. On impose la méme condition
sur les bords non PML, il y a alors réflexion totale du champ.

Notons qu’un probleme technique se pose : le maillage comporte Nxx Nyx Nz ~ 173,8 mil-
lions de points de grille. De ce fait I’algorithme nécessite 1'utilisation d’environ 5,8 gigamots
de mémoire pour pouvoir étre résolu car il faut stocker 36 tableaux de taille Nx x Ny x Nz
(les trois composantes du champ électrique E, les trois composantes du champ magnétique
H ainsi que les trois composantes de chacune des inconnues auxiliaires F et G, soit 12 com-
posantes au total et ceci pour chacun des trois pas nécessaires pour calculer les quatre étapes
du schéma de Runge-Kutta optimisé d’ordre 4 en temps, comme expliqué par exemple dans
[133]). Pour un stockage en double précision (huit octets par mot) cela correspond a 46,8
gigaoctets de mémoire. Notons que nous avons besoin de stocker les six inconnues auxiliaires
seulement dans la (ou les) couche(s) PML mais pas dans le reste du modele. Ceci permet-
trait de réduire tres significativement le stockage mémoire nécessaire. C’est uniquement pour
rendre la programmation informatique plus facile que nous avons décidé de stocker ces ta-
bleaux partout.

Du fait du gros volume de calcul et de la grande taille mémoire nécessaire, il n’est pas
possible d’exécuter I’algorithme de maniére séquentielle sur un seul ordinateur, il faut recourir
au calcul parallele. A cet effet, nous avons parallélisé notre algorithme de différences finies 3D a
I’aide de communication par passage de message en utilisant la bibliotheque ‘Message-Passing
Interface’ (MPI) (voir par exemple [67]). Nous pouvons ainsi calculer sur 56 processeurs d'un
réseau de calculateurs PC Intel Itanium 64-bits bi-processeurs situé au California Institute
of Technology (Caltech, Pasadena, USA). A titre indicatif, le temps d’exécution total sur ces
56 processeurs (28 noeuds bi-processeurs) pour nos simulations sur 173,8 millions de points
de grille et 800 pas de temps est d’environ 1 heure.

Réalisons maintenant la premiere expérience numérique. La source est une onde plane se
propageant vers la droite a partir du milieu g de 'axe des x. L’onde initiale F a la forme
d’une gaussienne de largeur a mi-hauteur o, = 8,2 points de grille, la forme analytique de
cette onde plane au cours du temps est

_ (z—zg—ct)?

2

1
Ey(xz,t)=e 279 et H,(x,t) = —FEy(x,t).

Hoc
Sur la figure 6.2, nous représentons les instantanés de propagation de la composante E, du
champ électrique, les couches absorbantes étant localisées le long de 'axe des x, en Ty, et
Tmax- Pour simuler cette onde plane, dans ce test nous imposons des conditions périodiques
sur les bords de la grille situés suivant ’axe y et suivant l'axe z. L’onde plane incidente
donne naissance a une petite onde plane réfléchie car ’absorption n’est plus parfaite apres
discrétisation [42]. Cette petite onde parasite se propage dans I'autre sens et atteint alors la
PML située de I'autre coté. De nouveau, elle est absorbée et donne naissance a une tres petite
onde réfléchie parasite. La trés petite amplitude de cette onde montre 'efficacité du modele
PML a incidence normale. La figure 6.3 représente la décroissance en temps de 1’énergie
électromagnétique totale 3(go|E|? + 1o/H|?) pour cette onde plane. On constate que cette
énergie décroit tres rapidement. Cette décroissance cumulée n’est pas exponentielle car 'onde
incidente a une extension spatiale gaussienne, I’énergie est donc injectée dans les couches
PML de maniere continue pendant une durée significative. Un agrandissement montre qu’une
onde résiduelle d’énergie totale égale a 1,25e-8 revient dans le domaine de départ. Cela est
dt au fait qu’apres discrétisation, I’absorption n’est plus parfaite [42]. Nous pouvons observer
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ce phénomene sur la figure 6.2. De nouveau, cette onde est absorbée; il reste alors un tres
petit résidu de 2,30e-17. Evidemment, il serait encore plus atténué lorsque 'onde atteindrait
a nouveau le co6té opposé.

Nous terminons cette premiere expérience par le calcul analytique de I’énergie totale en
dehors de la PML. Le milieu est de taille L, x L, x L, (sans la PML) avec une PML suivant
l'axe des x, et seulement sur le bord de droite (x > 0). On consideére toujours une onde plane
se propageant suivant I’axe des x a partir de la position —z¢ (avec |zg| < L,). Nous prenons
lorigine des = a l'entrée de la PML, c’est-a-dire que {z > 0} est la PML semi-infinie et
{=L; < x <0} est le milieu non PML. Nous avons vu que I'onde initiale £, a la forme d'une
gaussienne de largeur a mi-hauteur égale a o points de grille, sa forme analytique au cours
du temps est donc :

_ (a=(==qtet)? 1
Ey(xz,t) = Ae 202 et H,(x,t) = —FEy(x,t),
Hoc
ou A est un facteur constant définissant 'amplitude maximale de la gaussienne. L’énergie
élémentaire en un point (x,t) est :

1
Eelem(xat) = §(EO‘E‘2 + MO‘H’2) = €O‘E‘2 - EOEZ(xvt)a

L’énergie totale a un instant donné integrée dans tout le milieu sans la PML est donc :

0 Ly L. 0
ERoPMLyy - — / / Eolem (2, t) dr dy dz = egLy L, Ej(x,t) dx
—L, JO 0 —Lg
o [0 _e=Cegren)?
= EOLyLZA e o2 dx'
7La:
Nous obtenons :
L t — —ct
E?&PML(t) _ €0LyLzA2# <erf <M) + erf (CCO C >) ’ (6.16)
o ag

ou erf désigne la fonction d’erreur :

2 u
erf(u) = ﬁ/o e ds.

La figure 6.4 montre que la formule (6.16) fonctionne trés bien et que numériquement quasi-
ment aucune énergie n’est réflechie a ’entrée de la PML pour cette onde d’incidence normale.
En effet, on observe que les courbes analytique et numérique sont presque identiques. Ceci
confirme les résultats de la figure 6.2 qui montre que ’absorption par la PML discretisée est
quasi parfaite pour une onde plane d’incidence normale. Cela montre aussi que I’énergie totale
qui revient de la PML sous forme parasite est quasiment négligeable, comme cela est confirmé
par la figure 6.3 (en haut a gauche).

Dans la seconde expérience, la source est un dipole électrique orienté suivant l'axe des x
et situé en x = 1,09 m et y = z = 1,82 m. La variation en temps de la source est une dérivée
seconde de gaussienne (fonction de Ricker) de fréquence dominante 2,5 GHz décalée en temps
de tg = 0,48 nanoseconde par rapport a t = 0 afin d’avoir des conditions initiales nulles. On
enregistre I’évolution au cours du temps des trois composantes du champ électrique en deux
points du milieu (z; = 0,54 m, y; = 2,50 m, z; = 2,50 m) et (3 = 1,30 m, yo = 3,10 m,
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FiG. 6.2 — Instantanés de propagation de la composante E, du champ électrique se propageant le
long de 'axe des x dans le cas d’'une onde plane d’incidence
t = 1,875 ns) se propageant dans un milieu possédant deux couches PML situées en zpin and Tmax.
Cette onde donne naissance a une petite onde plane réfléchie (en haut & droite, au temps ¢ = 3,75 ns)
car I’absorption n’est plus parfaite apres discrétisation. Cette petite onde parasite se propage dans
Pautre sens et atteint alors la PML située de 'autre co6té (en bas a gauche, au temps ¢t = 7,5 ns). De
nouveau, elle est absorbée et donne naissance a une tres petite onde réfléchie parasite (en bas & droite,

au temps t = 8,75 ns).
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F1G. 6.3 — (en haut a gauche) Décroissance en temps de ’énergie électromagnétique totale pour une
onde plane se propageant dans un milieu possédant deux couches PML (situées en xin et Tmax) avec
une incidence normale. La décroissance est tres rapide. (en haut a droite) Un agrandissement montre
qu’une onde résiduelle d’énergie totale égale a 1,25e-8 est réfléchie car 1’absorption n’est plus parfaite
apres discrétisation. (en bas & gauche) Cette onde est de nouveau absorbée, il reste un petit résidu de
2,30e-17 (en bas a droite).
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FIG. 6.4 — Energie totale numérique ERSPML(¢) dans le milieu sans PML en traits pleins et énergie
totale analytique dans le milieu sans PML obtenue par 1’equation (6.16) en pointillés. L’accord est
quasiment parfait, ce qui montre que la quantité totale d’énergie réflechie par la PML discretisée pour
une onde plane d’incidence normale est négligeable.

2y = 3,10 m). La figure 6.5 représente les instantanés de propagation de la composante E, du
champ électrique a deux pas de temps différents lors de simulations avec et sans PML. Sans
PML, on observe la réflexion totale du champ sur tous les cotés parfaitement conducteurs de
la grille. En présence de PML, ces réflexions sont tres significativement atténuées. De plus,
on ne voit pas d’ondes parasites renvoyées par les bords.

Pour analyser plus précisément D'efficacité du modele, nous représentons sur la figure 6.6
I’évolution en temps de deux des trois composantes du champ électrique aux deux points
d’enregistrement avec et sans PML. Au niveau du premier récepteur, les phases réfléchies
sont tres fortement absorbées, ce qui illustre l'efficacité de notre modele PML. Cependant,
comme cela a été observé par exemple dans [42], la discrétisation du modele PML supprime
sa propriété d’absorption parfaite et réduit son efficacité, notamment dans les zones ou I'inci-
dence du champ est rasante. En effet, au niveau du second récepteur, ’enregistrement montre
un petit signal parasite. Ce phénomene est plus clair sur la figure 6.7, ot nous représentons un
plus grand nombre d’instantanés de propagation que sur la figure 6.5. On observe la réflexion
totale du champ sur les cotés parfaitement conducteurs de la grille (bords haut et bas de la
grille, sans PML), mais également de petites réflexions parasites générées a incidente rasante.

Afin d’analyser plus précisément efficacité de notre modele et d’étudier la difficulté qui
apparailt a incidence rasante, nous représentons sur la figure 6.8 un agrandissement des signaux
de la figure 6.6, enregistrés en présence de PML. Nous les comparons a la solution exacte du
probleme posé dans un domaine infini, calculée numériquement a ’aide d’une grille de tres
grande taille. Cela permet de s’intéresser uniquement aux réflexions parasites provenant de la
couche absorbante, et pas au bruit numérique venant de la discrétisation (qui est exactement
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(a) (b) (c) (d)

F1G. 6.5 — Instantanés de propagation dans le plan situé en NZ/2 de la composante E, du champ
électrique sans ((a) et (b)) et avec ((c) et (d)) PML, aux pas de temps 250 ((a) et (c)) et 450 ((b) et
(d)). Un seuil de 1% est appliqué, c’est-a-dire que ’on représente uniquement les amplitude supérieures
a ce seuil. La croix orange indique la localisation de la source (dipdle électrique orienté le long de I'axe
des ). Les deux carrés verts indiquent la position des deux récepteurs enregistrant ’évolution en
temps de deux des trois composantes du champ électrique (figure 6.6). Les deux traits verticaux
orange représentent les bords des couches absorbantes. Les réflexions importantes qui se produisent
sur les cotés de la grille en I’absence de PML sont quasiment supprimées avec PML. A cette échelle,
aucune réflexion significative n’est visible.
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F1G. 6.6 — Evolution en temps de deux des trois composantes du champ électrique, E, (& gauche) et E,
(a droite) au premier (en haut) et au second récepteur (en bas) enregistrée aux points représentés par
des carrés verts sur la figure 6.5, avec (trait plein) et sans (trait pointillé) PML. Au niveau du premier
récepteur, les réflexions sont quasiment absorbées. En revanche, au niveau du second récepteur, de
petites réflexions parasites générées a incidence rasante sont enregistrées. Cela est difficile a remarquer
a cette échelle, mais nous pouvons observer plus clairement ce phénomene sur l’agrandissement présenté
sur la figure 6.8.
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F1a. 6.7 — En comparaison avec la figure 6.5, nous montrons plus d’instantanés de propagation de
la composante F, du champ électrique avec des PML & gauche et & droite de la grille. Nous les
représentons tous les 100 pas de temps, du pas de temps 100 (en haut & gauche) au pas de temps 800
(en bas & droite). De nouveau, nous appliquons un seuil de 1% pour les amplitudes. La croix orange
indique la localisation de la source (dipdle électrique orienté le long de l'axe des z). Les deux carrés
verts indiquent la position des deux récepteurs enregistrant 1’évolution en temps de deux des trois
composantes du champ électrique (figure 6.6). Les deux traits verticaux orange représentent les bords
des couches absorbantes. Les ondes sont totalement réfléchies sur les bords haut et bas parfaitement
conducteurs de la grille. Un petit signal parasite apparait & incidence rasante (visible le long du bord
droit de la grille).
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F1a. 6.8 — Agrandissement de I’évolution en temps de deux des trois composantes du champ électrique,
E, (a4 gauche) et E, (& droite) au premier (en haut) et au second récepteur (en bas) aux points
représentés par des carrés verts sur la figure 6.5, avec PML (trait plein) et comparée a la solution exacte
calculée grace au méme schéma numérique dans un domaine beaucoup plus grand (trait pointillé). Au
niveau du premier récepteur, I’accord est presque parfait. Au niveau du second récepteur, un petit
signal parasite est enregistré & incidence rasante. A cette échelle, on constate également de petites
oscillations dues a la dispersion du schéma numérique que ’on a choisi.

le méme dans les deux calculs). Au niveau du premier récepteur, l'accord est presque parfait.
En revanche, au niveau du second récepteur, un petit signal parasite est enregistré a incidence
rasante sur le modele discrétisé. Cela indique que de futurs développements pourraient étre
nécessaires pour améliorer le comportement du modele apres discrétisation. Cette difficulté
n’est pas propre a notre modele, il s’agit d’un probleme inhérent aux modeles PML discrétisés.
Il existe différentes approches pour améliorer les résultats numériques a incidence rasante. On
peut optimiser le profil d’amortissement discret o(x) par une méthode de moindres carrés
[42]. On peut également filtrer la solution PML en introduisant dans le modele un terme
dépendant de la fréquence ([91], [114]). Nous reviendrons sur ces techniques dans le chapitre
8 consacré a l’élastodynamique.

Dans la troisieme expérience, on utilise des conditions PML sur tous les cotés de la grille,
le long des trois axes z, y et z. On prend donc o, # 0, 0, # 0 et 0, # 0 dans le systeme (6.15).
On choisit oy et o, de la méme forme que o, c’est-a-dire que ces profils d’amortissement va-
rient comme le carré des coordonnées a l'intérieur de la couche absorbante PML. D’un point
de vue physique, cela permet de simuler un milieu infini. D’un point de vue numérique, cela
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permet d’étudier le probleme des coins. Dans notre modele PML (comme dans le modele
classique de [17]), il est facile de traiter le probleme des coins : il suffit de sommer les contri-
butions venant des termes o, oy et o.. Toutefois, il est important de vérifier numériquement
que cela fonctionne. Ainsi, sur la figure 6.9, nous représentons les instantanés de propagation
de la composante E; du champ électrique pour une simulation avec PML sur les six cotés de
la grille. Nous constatons que I'onde est tres fortement absorbée dans chaque couche PML.
En revanche, dans les coins, le modele PML discret est moins efficace et de petites réflexions
parasites apparaissent. Les coins se comportent comme des points de diffraction qui consti-
tuent des sources secondaires parasites générant des ondes sphériques de faible amplitude.
Nous n’avons pas encore étudié soigneusement 'origine de ce petit probleme numérique. Ce-
pendant, nous pensons que cela pourrait venir du fait qu’en certains points de grille situés
dans les coins, une ou deux des fonctions oy, o, et o, est (sont) tres grande(s) par rapport
aux autres (a l'autre). Cela rend alors difficile le calcul précis des termes en rot E et rot H
multipliés par les coefficients d’amortissement dans le systeme (6.15). En effet, il y aurait
alors des variations locales importantes qui ne seraient pas prises en compte précisément par
le schéma de discrétisation spatiale. Les erreurs commises sur ces termes pourraient ainsi
conduire a des erreurs numériques et a des imprécisions dans la mise en ceuvre du modele

PML.
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Fic. 6.9 — Instantanés de propagation dans le plan situé en NZ/2 de la composante E, du champ
électrique lorsque ’on applique des PML sur les six cotés de la grille. Nous les représentons tous les
50 pas de temps, du pas de temps 450 (en haut & gauche) au pas de temps 800 (en bas & droite). On fixe
toujours le seuil & 1% pour les amplitudes. La croix orange indique la localisation de la source (dipdle
électrique orienté le long de 'axe des x). Les quatre traits orange représentent les bords des couches
PML. Les ondes sont tres fortement absorbées au sein de chaque couche PML. En revanche, dans
les coins, le modele PML discret est moins efficace et ’on observe de petites réflexions parasites. Les
coins se comportent comme des points de diffraction qui constituent des sources secondaires parasites
générant des ondes sphériques de faible amplitude. Ces ondes paraissent importantes sur la figure car,
pour plus de clarté, nous avons amplifié les amplitudes de maniére non linéaire pour chaque instantané.
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Pour terminer ce chapitre, nous exposons une idée que nous avions eue initialement et
que nous avions testée numériquement. Au lieu de conserver des inconnues auxiliaires et
d’intégrer en temps des termes différentiels du premier ordre, nous avions éliminé les inconnues
auxiliaires en les injectant dans les équations et en obtenant des termes intégraux en temps.
On montre alors que cette approche conduit au systéme suivant :
oy + 0,

1 t
OBy = —(curlH), — E.+ U—; / (curlH), dt
€0 €0 €y J—o0

1 t
OB, = —(cwrlH), - 221 %p Ty / (curlH), dt
€0 €0 €y J—o0

1 t
OE, = —(curlH), — MEZ + 0_22/ (curlH), dt
€0 €0 €0 J—o0
(6.17)
1 t
OH, = ——(curlE), — Ty + 7 H, — Tz / (curlE), dt
Ho €0 EOMO J -0

1 Oy +0 o t
O H, = ——(curlE), — = ‘H, - —Y / curlE),, dt
tiy HO( )y 0 Y olo ( )y

—0o0

1 t
OH, = ——(cwlE), — Tz + 9y H, — ik / (curlE), dt
Ho €0 E0M0 J -0

Pour la discrétisation des termes différentiels en temps de ce systéme, nous pouvons conserver
le schéma d’intégration FDTD classique de [132], qui est en quinconce & la fois en espace et
en temps. Il faut alors ajouter & ce schéma un algorithme de calcul des termes intégraux en
temps, et le plus simple est de prendre la méthode des trapezes. Cela revient a considérer
chaque terme intégral comme une variable a mémoire et a lui ajouter a chaque pas de temps
une nouvelle contribution qui est ’aire située sous la droite reliant la valeur du terme a intégrer
a linstant ¢,4+1 a celle a l'instant ¢,.

Si 'on refait avec un tel schéma l'expérience numérique de I'onde plane incidente sur un
bord PML avec une incidence normale (presentée sur les figures 6.2 et 6.3 dans le cas du
schéma en temps de Runge-Kutta a l'ordre 4), on constate sur les figures 6.10 et 6.11 que
ce schéma numérique fonctionne parfaitement et que les résultats obtenus sont quasiment
identiques.

Cependant, il existe un probleme caché. La méthode des trapezes est seulement d’ordre
un (elle integre exactement des droites) et non pas d’ordre deux comme le reste du schéma
FDTD de [132]. Ainsi, les termes intégraux sont calculés avec une précision significativement
moins bonne que les autres termes. Il s’agit d’un probléme important car, dans la couche
PML, il est crucial de bien calculer ces termes. En effet, ils sont multipliés par les coefficients
d’amortissement o, oy ou o, et toute erreur numérique significative commise sur ces termes
se trouve donc amplifiée de maniere importante dans la PML. Cela est accentué au voisinage
de son sommet car c’est dans cette région que les termes d’amortissement sont les plus forts
puisqu’ils varient comme une puissance de la profondeur dans la couche.

Si Pon refait maintenant l'expérience du dipole électrique (présentée sur la figure 6.7
dans le cas du schéma en temps de Runge-Kutta & l'ordre 4), on observe sur la figure 6.12
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que la qualité de I'absorption par la PML s’est significativement dégradée. En particulier,
I’onde parasite qui se crée a incidence rasante apparait beaucoup plus tot et est d’amplitude
beaucoup plus forte. Il n’est pas facile de résoudre ce probleme. En effet, il faudrait calculer
les termes intégraux avec une méthode d’ordre plus élevé, mais dans ’algorithme FDTD on
ne dispose que des instants ¢, et t,41. On ne peut donc pas faire mieux qu’utiliser la méthode
des trapezes. Pour augmenter la précision, il faudrait par exemple avoir également stocké
t,—1 et utiliser une méthode d’intégration de Simpson, qui est d’ordre 3. Plutét que de faire
cela, il nous a paru finalement plus simple de conserver les inconnues auxiliaires et d’intégrer
simultanément tous les termes différentiels d’ordre un en temps du systeme (6.15) a l'aide
d’un schéma de Runge-Kutta a ’ordre 4.

Par ailleurs, dans le cas de la méthode FDTD couplée a la méthode des trapezes pour les
termes intégraux, nous avons observé un autre probleme. La perte de précision numérique
mentionnée ci-dessus induit également une perte de stabilité dans les couches PML. Bien
entendu, il faut réduire le pas de temps car, dans le cas du schéma FDTD, la limite de
stabilité théorique du schéma en temps est 1/v/D, ot1 D est la dimension spatiale du probleme,
alors que nous avons vu que pour le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 elle est \/2/D. Cela
conduit & réduire le pas de temps d’un facteur v/2 ~ 1,414. Ce n’est pas un probléeme car le
schéma FDTD est largement moins cotiteux en quantité de calcul que le schéma de Runge-
Kutta a l'ordre 4, qui nécessite quatre étapes complétes de calcul pour passer de l'instant
t, a linstant t,y1. Ainsi, les différences de stabilité et de colit entre les deux schémas se
compensent partiellement. Mais cette analyse n’est valable que pour les schémas en ’absence
des termes d’amortissement présents dans la couche PML. Quand ces termes sont présents,
nous constatons dans nos expériences numériques que le nombre de Courant pour le schéma
FDTD associé a la méthodes des trapezes doit étre choisi significativement en dessous du
nombre de Courant théorique. En pratique, dans le cas d’une couche PML située suivant
I'axe x seulement, comme dans les deux expériences numériques présentées ci-dessus, nous
devons prendre 0,45, alors que la limite théorique est 1/ VD =~ 0.577. Par ailleurs, lorsque nous
essayons de reproduire ’expérience de la figure 6.9 (qui teste notamment les coins de la grille),
nous observons des instabilités numériques tres fortes genérées dans les coins et la simulation
explose assez rapidement apres quelques centaines de pas de temps. Il semble donc que le
manque de précision dans le calcul des termes intégraux génere une instabilité numérique qui
est particulierement importante dans les coins et qui fait exploser le schéma. Ceci constitue une
raison supplémentaire pour justifier notre choix final de conserver les inconnues auxiliaires et
d’intégrer tous les termes différentiels d’ordre un en temps apparaissant dans le systeme (6.15)
a l'aide d’un schéma de Runge-Kutta a ’ordre 4.
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Fic. 6.10 — Méme expérience numérique que sur la figure 6.2 mais dans le cas ol 'on utilise un
schéma d’intégration en temps basé sur la méthode FDTD pour calculer les termes différentiels et sur
la méthode des trapezes pour calculer les termes intégraux. Les résultats sont trés semblables & ceux
obtenus sur la figure 6.2. L’onde incidente donne naissance & une petite onde plane réfléchie (en haut
a droite, au temps t = 3,75 ns) car 'absorption n’est plus parfaite apres discrétisation. Cette petite
onde parasite se propage dans autre sens et atteint alors la PML située de lautre cdté (en bas a
gauche, au temps t = 7,5 ns). De nouveau, elle est absorbée et donne naissance & une tres petite onde
réfléchie parasite (en bas a droite, au temps ¢ = 8, 75 ns).
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Fia. 6.11 — Méme expérience numérique que sur la figure 6.3, mais dans le cas ou 'on utilise la
méthode FDTD couplée a celle des trapezes. La décroissance de 1’énergie est toujours tres rapide et
semblable & celle de la figure 6.3. Un agrandissement (en haut & droite) montre qu’une onde résiduelle
d’énergie totale égale & 1,33e-8 est réfléchie car ’absorption n’est plus parfaite apres discrétisation.
Cette onde est de nouveau absorbée (en bas & gauche) et il reste un petit résidu de 2,77e-17.
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Fia. 6.12 — Méme expérience numérique que sur la figure 6.7 mais dans le cas ol I'on utilise un
schéma d’intégration en temps basé sur la méthode FDTD pour calculer les termes différentiels et
sur la méthode des trapezes pour calculer les termes intégraux. La qualité de ’absorption par la
PML se dégrade significativement et ’onde parasite qui se crée a incidence rasante apparait beaucoup
plus tot et est d’amplitude beaucoup plus forte. Elle donne lieu & des réflexions totales sur les bords
parfaitement conducteurs PEC situés sur les bords haut et bas de la grille.
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Chapitre 7

Couplage CLA-PML sur un
modele 2D existant

7.1 Introduction

La mise en ceuvre numérique d’un modele PML nécessite de tronquer la couche absorbante.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un modele PML 2D proposé par Abarbanel et
Gottlieb [2] et nous développons des conditions aux limites artificielles d’ordre un et deux
pour ce systeme. On observe que les conditions obtenues sont exactement les mémes que celles
proposées dans [119] pour le systeme des équations de Maxwell. Notamment, on retrouve la
condition de Silver-Miiller qui est la CLA la plus couramment utilisée pour les équations de
Maxwell. Apres avoir construit ces conditions absorbantes, nous étudions le caractere bien
posé des modeles couplés résultants. On retrouve des résultats connus pour le systeme de
Maxwell [119]. Enfin, on analyse lefficacité des CLA sur le comportement des champs dans
la couche. Pour cela, a I'aide d’une analyse par ondes planes, nous procédons a un calcul de
coefficient de réflexion sur la frontiére externe de la couche.

7.2 Conditions aux limites artificielles sur un modeéle PML 2D

7.2.1 Présentation du modeéle étudié

Nous considérons ici un modele PML pour les équations de Maxwell en deux dimensions
d’espace (mode TE) introduit par Abarbanel et Gottlieb [2] :

HE, = 0,H +oE, — P, (7.1)

WE, = —0,H — oE,, (7.2)
(P2)

OH = 0,E, — 0,E, — o H, (7.3)

0P = —oP + 0*E,. (7.4)

Comme précédemment, la couche est représentée par le demi-espace {x > 0}, l'interface vide-
PML par {x = 0} et o est une fonction dépendant uniquement de la variable spatiale x, nulle
dans 'espace libre {z < 0} et positive dans la couche {x > 0}. Dans [2], il est démontré que
le modele précédent est un modele PML, a condition de supposer la continuité de E, et H a
I'interface. Si on impose de plus 0(0) = 0, on obtient aussi la continuité de E, et P.
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Notre but est de tronquer la couche et nous fermons le systéme en imposant une condition
aux limites sur la frontiere I' = {(z,y) € R?; z = a}, ot a > 0.

Il convient en premier lieu de s’assurer que le probleme (Ps) constitue un probléme bien
posé, ce qui n’est pas a priori évident étant donné que o est variable (pour o constant, cela
résulte du fait que ce systéme est fortement hyperbolique). Ce résultat a été démontré dans
[113]. Ainsi, nous avons :

Théoréme 7.2.1 Le modéle de couche (Pz2) est un modéle PML bien posé.

7.2.2 Construction des conditions aux limites artificielles

Nous allons maintenant construire des conditions aux limites sur la frontiere artificielle I'
orientée par sa normale extérieure n = e;. Commencons par écrire (P2) sous la forme :

U + A 0,U + A,0,U + B,U =0, (7.5)
avec
00 00 0 0 -1 0 —o 0 0 1
0010 0 0 0 0 0 o 0 0
A"”_0100’Ay —1000’30_0000
0 00O 0 0 0 O -2 0 0 o
E,
et U= %’
P

On applique alors une transformée de Fourier-Laplace a (7.5), transformée de Fourier sur la
variable tangentielle y et transformée de Laplace en temps. On note :

ﬁ(:r,f,S)—/ (/ es”fyF(x,y,t)dy> dt,
0 —00

ou{ €R, s =p+iwavec u >0 et F(x,y,t) =0 pour t < 0. Puisque les opérateurs A,, A,
et B, ne dépendent que de z, le systeme (7.5) devient, sous l'effet de cette transformation :

sU + A0, U + i€ A,U + B,U = 0;

autrement dit :

sE, —i¢H —oE, + P =0, (7.6)
SE’; +0,H + O'E; =0, (7.7)
sH + 0,E, —i¢E, + cH =0, (7.8)
sP— 0%E, +oP = 0. (7.9)
La relation (7.9) entraine :
2

A~ O' —
P=—F,; 7.10
s+o " ( )
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ce qui donne, en injectant cette valeur dans (7.6) :

B, =ie> 2. (7.11)

s
En reportant (7.11) dans (7.8), on obtient alors :

— 2 A~
0.Ey = —(s + o) (1 + %) H. (7.12)
Les relations (7.7) et (7.12) fournissent alors le systeme différentiel (ordinaire) suivant :
8,V =LV, (7.13)
ol
E, 0 —(s+0) <1+§—§)
V = et L=
H —(s+0) 0

La matrice £ est diagonalisable puisqu’elle admet deux valeurs propres distinctes v et —v, ou

2
’y:(s—l—a)\/l—l-%.

Remarque 7.2.2 Lorsque o = 0 (c’est-a-dire dans l’espace libre), on retrouve les valeurs
propres du systéme de Mazwell (voir [56], par exemple).

En notant P la matrice de passage de la base canonique a la base de vecteurs propres, on a :
P~ILP =D = diag(y, —7),

avec
P = : Pt=2 ,

ou 'on a noté

/ 2
s+o S

Comme P~ est indépendante de z, le systéme (7.13) est équivalent & :

@(PAV):PAQV:P4LV:D(P*V)
dont la solution générale est donnée par :

Aef(f ~y(u)du
PV = ; (7.14)
Be~Jo 7(w)du

ou A et B sont indépendantes de la variable x.
Etant donné que Re(y) > 0, un argument de vitesse de groupe déja utilisé ([56], [71]) per-
met d’affirmer que le facteur en exp (— [ v(u)du) dans (7.14) est associé & I'onde sortante
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alors que celui en exp ( f(;t ’y(u)du) correspond a l’onde entrante. Par conséquent, la condition
absorbante théorique parfaite est :

(P~'W) =0 surl,

ce qui montre que A = 0 et revient a dire que la projection de V sur le sous-espace propre
E, = {u, Lu = yu} est nulle. En notant II(s,&) ce projecteur, on a donc :

I(s,€) (V) = 0. (7.15)
Nous introduisons maintenant I'opérateur II de symbole :

II(w,&) := lim (s, &) = lim (p + iw, §);

n—0 n—0

on applique alors une transformée de Fourier inverse en ¢ et y a la relation (7.15) puis, en
passant a la limite lorsque p tend vers 0, on obtient la condition aux limites transparente :

I (8;,8,) (V) =0 sur ]0,00[xT. (7.16)

Afin de déterminer les conditions absorbantes, on démontre rapidement deux lemmes qui vont
nous étre utiles :

Lemme 7.2.3 Le projecteur 11 est donné par :

1 -
(s,€) = 5
AN B
1

a

1 o
Preuve. Il suffit d’écrire II(f1) = f1 et II(f2) =0, ou f1 = et fo = O

—a~ ! 1

Lemme 7.2.4 La condition aux limites transparente (7.16) s’écrit dans les variables de Fou-
rier :

EAn+aH=0 sur T. (7.17)

Preuve. Comme II(s,§) (YA/) = 0 pour z = a, le lemme précédent montre que
E’; —aH=0 sur T,

ce qui démontre le résultat puisque n = e7. O

La condition aux limites transparente (7.16) étant globale en temps et en espace, elle est
difficilement utilisable d’un point de vue numérique. Ainsi, il est important d’obtenir des ap-
proximations locales de la condition absorbante parfaite. Pour cela, nous allons approcher le
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symbole de I1. N
Tout d’abord, le lemme 7.2.3 montre que le symbole de l'opérateur II s’écrit :

1 1 -
M(w,&) = lim (p + iw,§) = lim —
u—0 u—0 2 -1
e 1
1 1 — (1 + 523*2)1/2
I _ (1 +£2572)71/2 1
i.e.
. 1 _ (1 _ §2w_2)1/2
_ (1 _ 620(.1_2)71/2 1
En posant ¢ = éw™ ', on a :
1 1 -(1- 52)1/2
(w,§) = 5 =II(1,¢).

(1= 1

La construction de conditions absorbantes locales repose sur 'approximation du projecteur
II(1,€) pour € petit a 'aide d’un développement de Taylor (ou de Padé) de la racine carrée
aux ordres 0 et 1. La premiere approximation, obtenue en conservant uniquement le terme
d’ordre 0 s’écrit :
1 1 —1+o(e)
II(1l,e) = = =TII(1,0) + o(e),
—1+o0(e) 1

ce qui nous donne la premiere approximation de la condition aux limites transparente :

I1(1,0) (V) =0 sur T,
soit

E,=H sur T.
En appliquant une transformée de Fourier inverse a la relation précédente, on obtient la
condition aux limites absorbante d’ordre zéro :

Enn+H=0 sur I. (7.18)
Pour obtenir des conditions du second ordre, on écrit :
2 2

. 1 —1+%+0(52) . 1 —1+%
II(l,e) == =— Ho(g?),

2 €2 2 €2

—1—54—0(52) 1 —1—5 1
M.
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ce qui conduit a deux nouvelles conditions aux limites approchées :

~ ~

L(V)=0 sur T et lb(V)=0 sur T,

ol l1 et Iy désignent les lignes de M.. Autrement dit, on a :

2 2

—~ ~ % ~ -~ —_ E7 —
E, - +5H:0 sur I' et H—Ey—g y =0 sur I
On multiplie maintenant ces équations par w? et on effectue une transformée de Fourier

inverse ; on obtient alors les conditions aux limites d’ordre deux :

1
(83 - 585) H—-0?E,=0 sur T (7.19)
et
1
(8? + 585) E,—~9}H=0 sur T (7.20)
ce qui s’écrit aussi :
1
(83 — 585) H+0?(EAn)=0 sur T (7.21)
et
2 1o 2
(8t + §8y> (EAn)+0;H=0 sur I (7.22)

Les conditions aux limites (7.18), (7.21) et (7.22) que nous venons d’obtenir ne dépendent pas
de la fonction o. Cela résulte du fait que la matrice de passage P (et donc le projecteur II) est
indépendant de o. Plus précisément, ces trois conditions absorbantes sont exactement celles
obtenues pour le systeme de Maxwell seul [119].

7.3 Analyse de la stabilité

7.3.1 Une premiere approche

Nous allons maintenant étudier la stabilité du modele PML couplé aux CLA (7.18), (7.21)
et (7.22) que nous venons de présenter, en déterminant lesquelles de ces conditions conduisent
a un probléme fortement bien posé au sens de Kreiss [90]. Pour analyser la stabilité au sens de
Kreiss, il suffit (voir [71]) de considérer le probléme posé dans le demi-espace R? = {z < 0} :

oU + A0, U + A,0,U + B,U =0 dans R? ,
U(Qﬁ', Y, 0) = UO(xv Z/) sur R%, (723)

CU)=0 pour z = 0,

ou C désigne une des conditions aux limites introduites précédemment. Cela revient a supposer
que la frontiere I' est placée en x = 0, la PML en © = —a et que o est nulle sur {z < —a}.
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Le probleme (7.23) est effectivement fortement bien posé au sens de Kreiss s’il n’admet pas
de solution de la forme

U= erstJr)\eriéy (724)
avec
Re(s) >0 et Re(N) >0; (7.25)

si une telle solution existe, ce probleme est fortement mal posé.
Nous démontrons maintenant le résultat principal de cette partie :

Théoréme 7.3.1 Associé a la condition (7.18) ou (7.21), le probléme (7.23) est fortement
bien posé.
En revanche, c’est un probléeme fortement mal posé pour la condition aux limites (7.22).

Preuve. On suppose que le probléeme (7.23) admet une solution de la forme (7.24), (7.25).
On a alors :

O'2 0

P = 7.26
s+o ¥ (7.26)
.sto
EY =it > HY, (7.27)
A

EO = — HY 7.28
Y stol (7.28)
(s +0)H® =iE) — \E)). (7.29)

(i) Etude de la condition (7.18) :
Dans ce cas, on a :

—

Ey:ﬁ sur T,

ce qui entraine, grace a (7.28) :

- ou bien Eg = 0, alors U est la solution nulle.

- ou bien : A = —(s + o), ce qui est incompatible avec (7.25) puisque o est positive.

Par conséquent, le probléme (7.23) est fortement bien posé pour la condition aux limites (7.18).

(i7) Etude de la condition (7.21) :
La condition (7.21) s’écrit :

c’est-a-dire, d’apres (7.28) :

52+ﬁ
S2+(S+U)TQ E2:0.
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Comme précédemment, si Eg =0, U est la solution nulle. Si £, # 0, on a alors :

A:_<S+§_Z> (1+9). (7.30)

s
donc
252 4+ €2)2(s + 0)?
L : 7.31
e (7.31)
Par ailleurs, les relations (7.27), (7.28) et (7.29) entrainent :
B 52 )\2
sto= 52(8+0)+ s+o’
i.e.
52
M = (s+0)? (1 + —2) : (7.32)
s

On égale alors les valeurs de A? données par (7.31) et (7.32) :
(5 +0)? <82 + §2> (252 4+ ) (s+0)?

52 454

Comme s+ 0 # 0 (car 0 > 0 et Re (s) > 0) cette égalité est équivalente & :
45t 4457 + ¢
N 452 ’

d’out € = 0. Mais alors la relation (7.30) devient :

24 €2

A=—(s+o0),

ce qui est impossible d’apres (7.25) et la positivité de o. Ainsi, le probléme (7.23) est forte-
ment bien posé pour (7.21).

(#ii) Etude de la condition (7.22) :

Cette fois, nous allons montrer que le probleme admet une solution de la forme (7.24), (7.25).
Tout d’abord, nous disposons encore de la relation (7.32), qui est une conséquence de (7.27),
(7.28) et (7.29), et ne dépend pas de la condition aux limites. Par ailleurs, la condition (7.22)
s’écrit :

2 &0 _ 240
(s 2)Ey—sH,

c’est-a-dire, compte tenu de (7.27) :

(52—5—2)130—874130:0 (7.33)
2779 (s+o) F T )

Enfin, les relations (7.27) et (7.28) donnent aussi :

(s+0) po _ g, (7.34)

Berie—n 8,
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Les équations (7.33) et (7.34) montrent donc que nous avons :

st EY
1 2 X
(s + o)
—0. (7.35)
L(s+0)? & 2
e 57 e
Z

L’existence de solutions non nulles de (7.35) nécessite la nullité du déterminant de Z, c’est-
a-dire :

£2 = 2s° (1 + 2 +0> . (7.36)

A

Puisque l'on recherche des solutions telles que Re(s) > 0, essayons par exemple de prendre
s =0 + 1; les relations (7.32) et (7.36) deviennent alors :

2 £
N =(20+1) (1+§>,
2
{_2_2(1_1_204—1)’
S

A

donc, en égalant les valeurs de 2572 :
20 +1 A2 (A—20 —1)(A+20 +1)
211+ = —1= .
A 20+1 (20 +1)2

En posant X = 20 + 1, ’"équation précédente s’écrit :

2X? (1 + §> =A=X)(A+X),

ou encore :
X A+ X)?
A%(ﬁ —AX —2XH) =0 e %()\ —2X) =0.

La solution que 'on cherche doit vérifier Re(A) > 0, le seule possibilité consiste donc a prendre
A =2X > 0. Conformément a ce qui précede, on fait donc les choix suivants :

s=o+1, A=220+1), & =235

et
U= erst—l—)\a:-l—ify
avec
— O — N 2 +1 -
B €5
By -2
UY = =
HO 1
. 2
I I R T

Le vecteur U est une solution de (7.23) vérifiant (7.25) ce qui montre que le probléme (7.23) est
fortement mal posé pour la condition aux limites (7.22) et acheve la preuve du théoréme. O
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7.3.2 Complément

La démonstration du théoréme 7.3.1 (plus précisément du dernier point) repose sur un
choix particulier de s. Nous allons présenter une preuve plus générale, qui n’utilise pas un tel
choix. On conserve ici les notations précédemment introduites. Commencons par démontrer
le résultat suivant, inspiré de [56] :

Proposition 7.3.2 Le probléme (P) admet des solutions non nulles de la forme

U= ¢(x)es™  avec Re(s) >0 et lim ¢(x) =0 (7.37)

T— —00

si et seulement si on a :

- _Zéiérg -

1
o(x) = Ae™® avec A # 0. (7.38)

1
«

. 2
| it |

Preuve. On suppose que (P) admet une solution non nulle de la forme (7.37). En notant

les équations (7.1), (7.2), (7.3) et (7.4) conduisent a :

S
en = ig%h,

B =—(s+0)ey,
¢ = (s o)1+ E5 Db

)
i.e.
d | ¢ €y
e =L :
1l n h

ou L est Popérateur introduit précédemment. Le raisonnement mené plus haut (diagonalisa-
tion de £) montre alors que 'on a :
ey Ae® Ae"® + aBe™ "
pr— P pr—
h Be™7® Be™ 1% — 4y
(07

Comme ¢ tend vers 0 en —oco et Re(y) > 0, on obtient B = 0. Par conséquent, ¢ vérifie (7.38)
avec A # 0 puisque U est supposée non nulle. La réciproque est immédiate. O
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A Daide de cette proposition, nous allons donner une preuve plus simple du théoreme 7.3.1 :

(i) Etude du probléme (7.23) pour la condition aux limites (7.18) :
Si ce probléme admet une solution de la forme (7.37), la proposition 7.3.2 et la condition
(7.18) montrent qu’il existe A non nul tel que :

A
T __ T
AC’Y = —Ee'y 5

donc a+ 1 =0; ce qui est impossible étant donné que @ = (1 + 528*2)1/2.

(i7) Etude du probléme (7.23) pour la condition aux limites (7.21) :

On suppose de nouveau que ce probleme est fortement mal posé et on écrit la condition aux
limites (7.21) en utilisant la proposition 7.3.2 : il existe A # 0 vérifiant

A 2
s2Ae® = —1” <82 + 5—> ;
o 2

ce qui entraine :

& &
=—|=5+1 1 = >
o' (252 +1)s(1+a) o’

incompatible avec la définition de o puisque o = 1 + £2s572.

(#7i) Etude du probléme (7.23) pour la condition aux limites (7.22) :

Nous allons montrer que ce probleme admet une solution de la forme (7.38), ce qui prouvera
qu'’il est fortement mal posé. En cherchant des solutions de la forme (7.38), la condition (7.22)
s’écrit :

2 2
<82 — %) A = —As—e'm,

(%

ce qui donne, puisque Ae? # 0 :

1
£2 = 252 (1 + —) . (7.39)
@
De plus, par définition de «, on a :
52
2= o® —1; (7.40)

les relations (7.39) et (7.40) montrent donc que

1 2 21
1o & -t
a 252 2
d’ou
a®—3a—-2=0;

ce qui signifie que a vaut —1 ou 2. Or, on a déja vu au point (i) que « est différent de —1;
donc nécessairement o = 2. Notons qu’on a alors &2 = 3s? grace a (7.39) ou (7.40).

En choisissant ¢ et s tels que £2 = 3s? (avec s > 0), la proposition 7.3.2 montre alors que
le probleme (P) admet une solution non nulle de la forme (7.37), ce qui montre que notre
probléeme est fortement mal posé et termine cette nouvelle démonstration du théoreme 7.3.1.
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7.4 Analyse par ondes planes des conditions aux limites

Pour étudier lefficacité des conditions aux limites absorbantes (7.18) et (7.21), nous allons
maintenant analyser la réflexion d’une onde plane sur la frontiere artificielle. Pour cela, nous
déterminons dans un premier temps, pour chacune de ces conditions, la forme de 'onde
transmise dans la PML (pour une onde plane incidente qui arrive sur l'interface vide-PML).
Ensuite, nous calculons le coefficient de réflexion sur la frontiere artificielle.

7.4.1 Calcul des champs dans la couche absorbante

A partir d’une onde plane incidente qui atteint 'interface vide-PML, nous allons déterminer
la valeur des champs dans la couche absorbante {0 < z < a}. Pour cela, nous allons résoudre
un systeme différentiel (déja étudié au paragraphe 7.2.2) en utilisant les conditions aux limites
que nous avons construites.

Nous cherchons une onde plane solution particuliere de (P) sous la forme :

E by
z W )
U=|E, | =| Lk |Whoh) pour g <0, (7.41)
H 1
avec .
k2 + k; =w?
et
E, €y
U — % — ehy ei(Wtfkyy) pour x Z 0’ (742)
P p

ou ez, ey, h et p sont des fonctions qui dépendent uniquement de la variable .
En injectant (7.42) dans le systeme (P), on obtient :

0_2

€x

pzo-l—iw

ky
_ i ky oV
€x sz(J—i—zw) ,
h' = —(o +iw)ey,
2
$ = (o tiw)h,
ey w2(a+2w)

Par conséquent, e, et h sont solutions du systeme différentiel :

d | & . €y
da h h
avec
2
. 0 ——5 (0 +iw)
—(0 +iw) 0
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Ce systeme est analogue au systeme (7.13), étudié plus haut, avec s = iw et & = ik,. Le
raisonnement mené au paragraphe 7.2.2 (diagonalisation de £, voir (7.14)) montre que nous

avons :
€y Aelo 7(w)du
_p (7.43)
h Be— Jo 7(w)du
ou
ke
1 » . A
P = , v =—(0+iw);
w1 w
ke

A et B étant des constantes indépendantes de la variable x. La relation (7.43) s’écrit aussi :

ey = Aelo 1Wdu | ke g [§ y(wdu,
(7.44)
h = Be~Jo v _ @ gp]yr(wd,

Il reste & déterminer les constantes A et B, qui donnent les valeurs des champs E et H. Pour
cela, nous allons utiliser d’une part la condition absorbante en z = a, et d’autre part une
hypothese de continuité a l'interface vide-PML ; nous supposerons désormais que :

Ey, + H est continue en z = 0. (7.45)

On rappelle que cette condition a été utilisée dans [2] pour établir que le modele est PML.
Compte tenu de (7.41) et (7.42), cette derniére condition s’écrit :

ka
= 1= ¢,(0) + h(0),

c’est-a-dire, d’apres (7.44) :

(1—3>A+<1+k—$>3_1+k—$. (7.46)
ks w w

L’équation reliant A et B en x = a va alors nous permettre de terminer ce calcul.
Pour plus de clarté, nous noterons dorénavant :

ces deux valeurs vérifiant la relation :
K2+ K2=1 (7.47)
(i) Condition aux limites (7.18) : grace a (7.42), cette condition s’écrit e,(a) = h(a); c’est-a-

dire, d’apres (7.44) :

1
ef+! (1 + ?) At+e Ml (K, —1)B=0 (7.48)
T

ou

:/Oa(a(5)+iw)ds:iwa+/oaa(s) ds.
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La résolution du systeéme (7.46), (7.48) donne :

Kx(Ka% B 1)672KII

A = 7.49
(Ky — 1)2e 2K — (K, +1)2° (7.49)
(K +1)?
B=— . 7.50
(K:c _ 1)26_2K9¢I _ (Kx + 1)2 ( )
(i7) Condition aux limites (7.21). A Paide de (7.42), elle s'écrit :
K2
<—w2 + w27y> h(d) = —w?e,(d),
ou encore, en utilisant (7.44)
2 K2
el _Ty + 1| A4 e Bt Kx+7y—1 =0. (7.51)
Les équations (7.46) et (7.51) donnent alors les valeurs de A et B suivantes :
2
Ko (Kp +1) (K = 1+ 5t ) ¢3!
A= 3 I (7.52)
(K:c - 1)6_2K’c[ (Kac -1+ Ty) B (Kac + 1) (K:c +1- Ty)
2
(K, +1) (K +1—K—)
B=- (7.53)

(K — el (K, — 1+ Ty) — (K + 1) (Ko 41— KT?) '

Remarque 7.4.1 Lorsque K, = 1 (donc K, = 0), on obtient, pour les deuzr conditions,
A =0 et B=1. Par conséquent, la réflexion de ’'onde est nulle a incidence normale.

7.4.2 Calcul du coefficient de réflexion

En utilisant ce qui précede, nous allons maintenant déterminer le coefficient de réflexion
sur la frontiere artificielle. Le résultat que nous démontrons est le suivant :

Théoreme 7.4.2 Une onde plane qui arrive sur la frontiére artificielle I' avec un angle d’in-
cidence 0 est réfléchie en une onde plane dont l'amplitude est multipliée par r pour la condition
(7.18) et par r? pour la condition (7.21), avec :

B 1— cos@
"~ 14cosf’
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Preuve. Les relations (7.42) et (7.44) montrent que, dans la couche 0 < z < a, nous avons :

Ey _ BKxe—Kx me g(s)dseiw(t—Kxac—Kyy) + Aer me a(s)dseiw(t—l—Kxac—Kyy)’ (754)

H = Beme fox o'(s)dseiw(thmfoyy) _ ieKz fg a(s)dseiw(tJerfoyy)

T

; (7.55)
ou A et B sont définies par les relations (7.49) et (7.50) ou (7.52) et (7.53) selon la condition
étudiée.

Par définition, le coefficient de réflexion r est égal au rapport de 'amplitude de I’onde réfléchie
sur ’amplitude de I'onde incidente. Nous avons en particulier :

o ‘Href’
r=-—.
’Hinc‘

L’écriture (7.55) montre que le champ H se décompose sous la forme :
H = Hinc + Hyef,

ou le champ magnétique incident est donné par :
Hyp = Be Ko Ji 0()ds giw(t—Kow—Kyy)

et le champ magnétique réfléchi s’écrit :

Hoof = ieKm I o'(s)dseiw(tJerfoyy)‘

xT
Nous avons évidemment une décomposition analogue pour E, et £,,.
Ainsi, le coefficient de réflexion en tout point = de [0, a] est donné par :

’KAIer Iy U(S)dseiw(tJerx*Kyy)’ |A|€Kac Jo o(s)ds

r(z) =

‘Besz fox g(s)dseiw(t—Kxac—Kyy)‘ B ’BKx‘esz fox o(s)ds’

(pour calculer ce coefficient, on pouvait utiliser le champ électrique).
Puisque 'on analyse la réflexion sur la frontiere artificielle I', le coefficient recherché est :

r=r(a) = e?lel. (7.56)

N |BK,|e K> Jo o(s)ds

’A‘er f(;l o(s)ds B A
- |BK,

Notons que si 6 désigne I'angle que forme la direction de propagation K = ![K,, K| avec la
normale extérieure e; a la frontiere artificielle I', on a K, = cosf. Comme on s’intéresse a la
réflexion d’une onde plane incidente qui atteint I', on a K, > 0; ce qui signifie que |0] < 7.
Il reste a déterminer r suivant les valeurs de A et B, c’est-a-dire suivant la condition aux
limites étudiée.

(7) Pour la condition (7.18) dite de Silver-Miiller, on a, grace a (7.49), (7.50) et (7.56) :

K, (K, +1)?

‘ Kx—l‘ 1 — cosf
r= = =

K, +1| 14cosé’
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(73) Pour la condition (7.21), les relations (7.52), (7.53) et (7.56) montrent que :

K2
K (K: +1) (K:v_l"i'Ty) 2K, —2+1— K2 (1 — cos)?
r= =
2K, +2—(1—K2)| (1+cosf)?’

K2 -
Ko (Ky+1) (Kmt 1- 7)

ce qui acheve la preuve du théoreme. O

Remarque 7.4.3 Les coefficients que nous venons d’obtenir sont exactement ceux établis
pour le systéme des équations de Mazwell seul, pour diverses conditions aux limites absor-

bantes ([56], [15], [119]).

7.4.3 Comparaison avec une condition aux limites usuelle

Le probleme (P3) a été résolu dans [2] pour des conditions aux limites classiques : conti-
nuité de H en x = 0 et conductivité parfaite en x = a (Ey(a) = 0). En utilisant (7.42), ces
conditions s’écrivent :

h(0) =1 et ey(a)=0;
ou encore, grace a (7.44) :

A
B- 2 =1
K,

Aefel 4 K, Be Kl —

On obtient alors :

A _ KxefQKII
1 e 2Kl
et
1
B= 14 e 2K1"

A Tl'aide de ces valeurs et de (7.56), le coefficient de réflexion sur I" vaut alors :

r= =1.

Ky

Dans ce cas, non seulement la réflexion n’est plus nulle & incidence normale, mais elle est
totale quel que soit ’angle d’incidence. Ceci est bien connu pour une condition de Dirichlet
dite parfaitement réfléchissante.

Par conséquent, d’un point de vue théorique, les conditions que nous avons introduites
sont meilleures que cette condition classique, utilisée dans la plupart des travaux pour fermer
la couche PML. Si la condition de Dirichlet a toujours été privilégiée, c’est qu’elle est tres
simple & mettre en ceuvre numériquement, et méme si les champs se réfléchissent parfaitement,
ils sont suffisamment amortis dans la couche pour ne pas polluer le milieu réel. Toutefois, on
peut facilement imaginer que la couche doit étre assez épaisse pour que 'amortissement soit
efficace. On pourrait alors se demander si, en choisissant par exemple une condition de Silver-
Miiller, il ne serait pas possible d’optimiser la taille de la couche. Cette question n’a pas été
traitée dans ce manuscrit et fera ’objet de développements ultérieurs.
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Chapitre 8

Etude d’un modéle PML 2D
existant pour I’élastodynamique

8.1 Présentation succincte des équations de I’élastodynamique

On s’intéresse dans ce chapitre aux équations de ’élastodynamique formulées comme un
systeme du premier ordre en vecteur vitesse et tenseur des contraintes. Cette écriture du
modele physique est classique en géophysique et a déja été utilisée par exemple par Collino
et Tsogka [43]. Par ailleurs, nous utilisons plus loin le méme modele PML que celui considéré
par ces auteurs. On se restreint ici au cas bidimensionnel. Si v désigne le vecteur vitesse,
on commence par définir le tenseur des déformations e (écrit en vitesse) dans ’hypothese de
petites déformations du milieu :

1
€ij = 5(8]"1)1‘ + (%’Uj).
On introduit une loi de comportement (correspondant a un milieu élastique linéaire isotrope)
pour définir le tenseur des contraintes o a partir du tenseur des déformations ¢ :
Oij = )\(Z'jTI‘(é) + 2# Eijs

ol A et u sont les parametres de Lamé [94], & désigne le symbole de Kronecker et Tr(e) la
trace de la matrice carrée d’ordre 2 €. Notons que o est symétrique puisque € est symétrique.
Les parametres de Lamé peuvent étre exprimés en fonction de la vitesse des ondes de pression
(ondes P) V,, (en m.s™1), de celle des ondes de cisaillement (ondes S) V; (en m.s™!), et de la
densité de masse du milieu p (en kg.m=3) & l'aide des relations :

p=pVy et A=pV}—2y

on a donc :

A+ 2
v,= 22 e v=
P p

Dans la suite, nous identifions le tenseur symétrique o au vecteur suivant (noté encore o) :
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En I’absence de source extérieure, les équations de ’élastodynamique s’écrivent :

poyv = divo,
{ H 00 = ¢(v), (8.1)
ou la divergence de o est définie par :
dive = [ d{vam }
div oy
avec :
O'x—|:0-xx:| et O—y_|:0-yx:|.
Ozxy Oyy

L’énergie cinétique est définie par :
1
Ee=5plvIP,

et I'énergie potentielle est, quant a elle, donnée par :

2
1
Ep: 5 E 0ijEij
i,j=1

Dans le cas d’un milieu élastique, c’est-a-dire en ’absence de dissipation (atténuation, visco-
élasticité...), 1'énergie totale du milieu se conserve au cours du temps :

E. + E, = constante.

On appelle sismogramme ou encore trace sismique l'enregistrement au cours du temps ¢ en un
point x du milieu des composantes du vecteur déplacement u ou vitesse v (voir figure 8.1). On
appelle profil sismique un ensemble de traces sismiques enregistrées a des distances différentes
de la source (voir figure 8.2). Dans un tel profil les ondes ont tendance & arriver plus tard aux
récepteurs (également appelés stations sismiques) situés les plus loin de la source.

Le systeme d’équations (8.1) peut étre résolu a l'aide d’un schéma numérique discret de
différences finies explicite en temps faisant intervenir le pas d’espace du maillage Az et le pas
de temps At (pour plus de détails sur cette méthode, voir par exemple [100] et [130]). Dans
le cadre d’un algorithme de différences finies, la condition de stabilité du schéma numérique
de R. Courant et K. O. Friedrichs et H. Lewy [45] appelée condition CFL est :

/ 1
VPAt < 1, 1 -
SR
Ax? Ay?

Elle impose une limite supérieure pour le pas de temps que ’on peut choisir.
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FiG. 8.1 — Un enregistrement au cours du temps ¢ en un point x du milieu d’une des compo-
santes du vecteur déplacement ou vitesse est appelé sismogramme ou encore trace sismique.
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F1G. 8.2 — Un ensemble de traces sismiques enregistrées a une distance croissante de la source

est appelé profil sismique.

145



8.2 Intérét et contexte de la simulation numérique en élasto-
dynamique dans le domaine de la géophysique

L’évolution, au cours des trente derniéres années, de la puissance de calcul des ordinateurs
permet maintenant d’étudier avec précision la propagation des ondes sismiques.

Parmi les différentes approches utilisées pour modéliser la propagation des ondes sis-
miques, la plus classique est certainement la méthode des différences finies. Elle consiste a
approcher les dérivées partielles par des opérateurs discrets faisant intervenir des différences
entre points de grille adjacents. Cette technique a été initialement utilisée pour discrétiser les
équations de Maxwell [132] et les équations de Navier-Stokes [40]. Elle a ensuite été appliquée
a Pélastodynamique [7]. La littérature traitant de cette méthode est tres vaste, allant des
articles historiques de [7], [6], [77], [100] et [130] aux applications réalistes aux mouvements
forts du sol lors de tremblements de terre (voir par exemple [60, 59, 105, 107, 104]). La grille
en quinconce standard du second ordre en espace et en temps qui est utilisée dans de nom-
breux travaux a été introduite par [100] et [130]. Cependant, malgré de récentes améliorations
telles que les opérateurs compacts ou optimaux (voir par exemple [136, 137]), les méthodes
de différences finies ont certaines limites génantes. On peut notamment citer le calcul précis
des ondes de surface, la capacité a prendre en compte des géométries complexes et la possibi-
lité d’adapter la taille de la grille aux longueurs d’onde sismiques. Comme illustration de ces
limites, notons que les méthodes de différences finies n’ont pas permis de traiter le probleme
posé par la sismologie a 1’échelle de la Terre globale, sauf dans le cas de géométries simplifiées
(voir par exemple [92, 93, 35]).

Les méthodes d’éléments frontiere (voir par exemple [76]) ou les méthodes intégrales (voir
par exemple [116]) ont été introduites afin de prendre en compte la topographie réaliste de
surface et d’interface (voir par exemple [26]). Ces méthodes sont basées sur des théoremes
de représentation intégrale associés a des développements des fonctions de Green en nombres
d’onde discrets. Toutefois, ces méthodes se limitent a des milieux composés d’un nombre fini de
couches homogenes, et conduisent (dans les applications 3D) a des systémes linéaires de grande
taille et mal conditionnés. En trois dimensions, le cotit de ces techniques augmente rapidement
avec la résolution numérique. Ainsi, on doit souvent appliquer un seuil de troncature, ce qui
conduit a des artefacts numériques dans la solution (voir par exemple [27]).

Les méthodes spectrales et pseudo-spectrales ont également été appliquées a 1’élastody-
namique a ’échelle locale (voir par exemple [123, 33]) ou globale (voir par exemple [61, 62]).
Ces méthodes sont plus précises que les méthodes de différences finies en raison de la tres
faible dispersion numérique obtenue avec seulement un faible nombre de points de grille par
longueur d’onde, qui peut étre choisi tres proche de la limite d’échantillonnage théorique de
Nyquist. Cependant, en raison de la nature de la base polynomiale choisie, ces méthodes se
limitent a des milieux géologiques lisses et ne peuvent pas étre appliquées a des géometries
complexes. Comme les méthodes de différences finies, elles ne peuvent pas non plus modéliser
les ondes de surfaces avec la méme précision que les ondes de volume en raison du traitement
paraxial nécessaire afin d’imposer la condition de surface libre (voir par exemple [33]).

Meéme si elles sont bien adaptées aux géométries complexes, les méthodes d’éléments finis
classiques n’ont pas été tres souvent appliquées a ’élastodynamique (voir par exemple [99, 124,
9]). Cela est di a 'importante dispersion numérique liée au bas degré des bases polynémiales
utilisées [102], et également a la puissance informatique nécessaire pour résoudre les systémes
linéaires résultants.
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Dans le domaine de la sismologie a 1’échelle locale, régionale ou globale, de récents proges
ont été effectués grace a la méthode des éléments spectraux. Cette méthode a été introduite
il y a une vingtaine d’années en mécanique des fluides par [106] et [101]. C’est une méthode
variationnelle d’ordre élevé qui permet, comme les méthodes d’éléments finis, de manipuler
des géométries complexes tout en conservant le taux de convergence exponentiel des méthodes
spectrales. Cela explique le terme "méthode des éléments spectraux” choisi par [106], qui peut
préter a confusion puisque 'on travaille dans le domaine temporel et non dans le domaine
fréquentiel. Les applications a I’élastodynamique 2D (voir par exemple [41, 112]) et 3D (voir
par exemple [79, 54, 80, 118, 81, 87, 96]) se sont révélées tres précises, avec une faible dispersion
numérique. De plus, la méthode des éléments spectraux a été appliquée avec succes a la
sismologie dans des modeles de la Terre tridimensionnels [36, 82, 83, 84, 37, 86, 38]. La méthode
des éléments spectraux a aussi d’autres applications dans le domaine de la géophysique, comme
par exemple la résolution de 1’équation de ”shallow water” [121]. Notons que trés récemment la
méthode de Galerkin discontinue d’ordre élevé a permis d’atteindre une tres grande précision
et de prendre en compte des champs discontinus [50].

8.3 Modele PML utilisé pour notre étude

Le modele PML que nous utilisons a été introduit par Collino et Tsogka [43]. Il repose
sur la décomposition des inconnues v et o décrite dans 'introduction de notre travail (pour
un systéme hyperbolique du premier ordre). On écrit :

v=v"+vY oc=0"+0oY,

et on injecte dans le systéme un coeflicient d’amortissement qui est une fonction de la variable
normale & la couche absorbante. Afin d’éviter les confusions nous notons, dans ce chapitre, d
la fonction d’amortissement. Comme nous l’avons indiqué en introduction de notre travail, les
équations modifiées sont toutes celles comportant des dérivées normales par rapport au bord
de la couche. Comme dans les chapitres précédents, on considere une couche plane positionnée
en x = 0. On se place en outre dans le cas d’un milieu élastique, isotrope et homogene. Le
modele PML s’écrit :

p(0 + d(2))vE = 01044 ; pOvE = Oyoay,
p(Or + d(x))vy = 0r0uy ; POy = Oyoyy,
(O + d(x))oZ, = (N4 2u)0pvy Ohoia = ANOyuy, (8.2)
(O + d(z))oy, = A0zvy ; oy = (A + 2u)0yvy,
( (O +d(z))og, = uozvy ; 010ty = pOyvs.
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8.4 Caractere bien posé et stabilité du modele PML

8.4.1 Caractere bien posé du modele PML

On s’intéresse ici au caractere bien posé du systeme (8.2) dans le cas ou d est une fonction
constante. Ce résultat a été établi dans un cadre général (voir [21]), celui d’'un systéme hy-
perbolique d’ordre un satisfaisant des hypothéses convenables. Nous donnons ici une preuve
directe. La méthode que nous utilisons est semblable a celle appliquée au systeme de Maxwell
dans [20]. On commence par écrire le systeme (8.2) sous la forme :

U +dU* 4+ A0, (U* +UY) =0

(8.3)
oUY + A,0,(U* +UY) =0
avec
i 0 0 —p 1 0 0 ]
0 0 0 0 —pt
Ay=| -A+20) 0 0 0 0 |,
—A 0 0 0 O
0 —p 0 0 0 |
[0 0 0 0 —p 1] Ve
0 0 0 —pt 0 vy
Ay = 0 -\ 0 0 0 et U= | 0%, |, poura=uz,y.
0 —(A+2u) 0 O 0 oyy
| —u 0 0 0 0 | o2,
Le systeme (8.3) s’écrit encore :
oV + A0,V + A0,V +CV =0, (8.4)
avec
U [ A, A, o o C[dIs 0
L e g A P

On considére alors le probleme de Cauchy (P3) :

OV + A0,V + A,V +CV =0

(Ps)
V(.’E, Y, O) = V()(CU, y)

et on note (P3); le probleme homogene (C = 0).
Introduisons maintenant, pour tout k = (kg, ky) € R?, la matrice symbole A(k) associée a
(8.4) :

koAy kpAg

A(K) = kp Ay + by Ay = { e b

} € Myp(R).
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Le polynéme caractéristique de A(k) est :
X6
X (X) = ?(pX2 — ki — pk) (pX? — NKT — Mk, — 2uk — 2uk).

En tenant compte des valeurs des vitesses des ondes de compression et de cisaillement se
propageant dans le milieu (V,, = \/)‘Jr—i“ et V= \/%), on obtient :

Xaao(X) = XO(X? = VI[K[?)(X? - VZ[K]?).

On constate que, pour tout k dans R?, les valeurs propres de A(k) sont réelles. En revanche,
A(k) n’est pas diagonalisable puisque A(k) est de rang 5 (donc dim Ker A(k) = 5). Par
conséquent, le probleme (Ps);, est faiblement hyperbolique (voir chapitre 1).

En cherchant des solutions particuliéres de (Ps3) de type ondes planes harmoniques :

V(z,y,t) = V(k)expli(w(k)t — kxx — kyy)],
on est conduit a étudier I’équation de dispersion :
det(A(k) + iC — wl) =0, (8.5)

que ’on consideére comme une équation en w. Notons {w(k)} I'ensemble des solutions de (8.5).
D’apres le résultat énoncé au chapitre 1 (proposition 1.2.7), le probleme (Ps3) sera bien posé
si et seulement si :

Vk € R*,  Zm w(k) est minorée.
Posons :
P(w) = det(A(k) + iC — wI).
On a:
P(w) =w(w —id) [ [w - 2idw® — (& + VP [k*)w® + 2iVidkjw + Vikid®] .
J=p:s
On introduit alors, pour [ = p, s, le polynéme P, :
P(X) = X" = 2idX? — (d® + VP k[P X? + 20V dk, X + V2K d?,
et on note {w!} I'ensemble des racines de P;. On a :

4 4
P(X) = X(X —id)By(X)Ps(X) = X(X —id) [J(X = D) J] (X —w)).
=1 =1

N

A Taide du théoréme des fonctions implicites, montrons le résultat suivant :
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Lemme 8.4.1 Lorsque |k| tend vers linfini, on a, pour |l = p,s, les développements asypm-
totiques sutvants :

k?2
V|k|+zd—+0(|k|)

| k|2
ik + a1 oLy,
!
| k|2 |K|

1.2
;L iky + kzky i
W3—d< ’kP +O(‘k‘)’

)
(k2 =k, 1
Wy < Ik +O(\kz\)

Preuve. Posons

d k w
T=—, K=— et n=-—,
k| k| k|

de sorte que l'on a, pour [ = p, s, P;(w) = |k[*Q(n,T), avec

4
Qi(n,7) = n* (> = Vi) + 2irn(VP Ky —n?) — 72(n° = VK :II@—HQ-
=1
Notons que 'on a Vj € {1,...,4}, wé- = ]k[né-. L’équation n?(n* — V;?) = 0 admet V] et —V,
comme racines simples et 0 comme racine double.

1) Etude des branches des solutions de Q; = 0 issues des points (V;,0) et (=V},0).

Notons it (respectivement 75) la branche de la solution de @Q; = 0 issue du point (V},0) (res-
pectivement (—V7,0)).

On a 8,Q;(V;,0) # 0 puisque V] est racine simple de n?(n* — V;?) = 0. On peut donc appliquer
le théoreme des fonctions implicites, et apres développement limité de la fonction implicite,
on obtient :

nh =V +iK2r + O(7?).

Le méme raisonnement montre que l'on a nh = =V, + iK27 + O(7?).
Par conséquent, on obtient :

k2 k2

1
= |klni = Vi ' () et wh= [kln = ()
' ISk K| S k|2 K|

2) Etude au voisinage de la racine double 0 de n2(n? — Vi) =0.

En posant v = /- —2%, on a Q;(n,7) = 7°R(v, T), avec
T

Ri(v,7) =7 (v = 1) + VP (v — K.)> + VKK

Comme dans le point 1), on applique le théoreme des fonctions implicites & R;(v, 7) aux points
K? +iK, K, (les racines de V(v — K2)* + V2K K. = 0). On obtient :

v= K; +iK, Ky, + O(7),
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ce qui donne
- 7.2
L iky + kzky 1 Lo ik, — kyky 1
wy=idvy3=d| ———— | +0(75) et wy=1idyy=d| ———F—— | +0(-+).O0
’ ’ ( k|2 k| ! ! k|2 k|

On déduit de ce lemme que la partie imaginaire des racines de P est non seulement bornée
(quel que soit le signe de d) mais aussi positive & haute fréquence si 'on choisit la constante
d positive. Ce dernier point traduit un phénomene de stabilité a haute fréquence. Le lemme
précédent permet en outre d’énoncer le résultat suivant.

Proposition 8.4.2 Le probléme PML (8.2) est bien posé.

8.4.2 Stabilité du modéle PML

La stabilité a haute fréquence du modele PML (8.2) pour d constant a été démontrée dans
[21] (voir 4.3, remarque 6). Nous allons donner ici un résultat inspiré de [20]. Nous utilisons
de nouveau les notations introduites dans la preuve du lemme 8.4.1.

Lemme 8.4.3 On suppose ici que l'on a KK, # 0. Le polynome S défini par

S(x) =712 + 722V — %) + VA(V? - 2r%)z — V'(1 - 2K))? (8.6)
admet une ou deux racines réelles positives. De plus, ces racines appartiennent a l’intervalle
[0, 1].
Preuve. Notons que I'hypothese K, K, # 0 entraine 0 < Kj < 1donc0<(1—- 2K§)2 < 1
On a

S'(z) = 3112 + 2722V — )z + VA(V? — 27°%) = 374z — 1) (z — x0),

V2 2 V2 2
avec r{ = ——L et To9 = — — —L_ Remarquons que 1 < 0 et 0 = - + 1 > x1. Par ailleurs,
T2 3 372 3 3
lim S = —c0
—o0 A . S admet une racine z; dans | — 0o, z1],
S(z1) =V 1 - (1-2K)*] >0

5(0) ==V (1 -2K2)? <0 .
S() =VA[1—(1- 2K§)2] >0 S admet une racine z dans [0, 1],
S(:cl) >0

e ot
S(0) <0 }S admet une racine z;” dans ]z, 0].

Nous devons maintenant distinguer deux cas (il se peut en effet que I'on ait " = z) :

1
(7) Si S(0) # 0 (i.e. Kj # 5), alors 717 < 0 et z est I'unique racine réelle positive de S, ce

qui prouve le lemme.
(i) Si.S(0) = 0, alors S(z) = x [r*2? + 72(2V}2 — )z + V2 (V2 — 27%)] = 374 (z—y1)(z—2),

avec
72_2‘/12_1/472‘/12"_74 7'2—2‘/124-\/47'2‘/124-7'4
<1.
272 272 -

Dans ce cas, les racines positives de S sont 0 et éventuellement y5, d’ou le lemme. O

<0 et 1y
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On établit maintenant la proposition suivante :

Proposition 8.4.4 Pourl = p,s, les racines {wt}._1 4 de P, vérifient wh = -, Wl = —t
p b, s, IBg; 3 1) %4 2

et on a

VkeR? Vje {1.4}, 0 <Imuw) <d.

Preuve. On utilise les notations introduites dans la preuve du lemme 8.4.1. Rappelons que
I'on a

Ri(v) =1 (v — 1) + V2(v — KZ)2 + VﬁKﬁKZ
Déterminer les racines de P, revient & déterminer celles de R;.

Vi Vi
1) Si K, = 0, on a Rj(v) = v [r*(v — 1) + V?] ; les racines de R; sont 1 + it 1 — it

T T
et 0 (racine double). Autrement dit, on a :

2)Si K, =0 (K; =1), on a R)(v) = (v — 1)?(*7% + V}?) et les racines de R, sont i, —it
T T
et 1 (racine double), d’ou

wh = wh =id,
é__w4—‘/l|k|+ld

3) On vient donc de démontrer la proposition 8.4.4 dans le cas ou KK, = 0. On suppose
désormais que 'on a K, K, # 0. Tout d’abord, il est clair que dans ce cas, R; n’a pas de racine

réelle (Vv € R, R;(v) > 0) donc R; admet deux couples de racines complexes conjuguées
(1, 74) et (44, 7h). On note a; (respectivement az) la partie réelle de v/} (respectivement 1/})
et by (respectivement by) la partie imaginaire de v} (respectivement 4). En identifiant les

coefficients du polynéme Ry = 72(v — i) (v — 7)) (v — v4)(v — 7}), on obtient les relations :

a1+ as =1, (87)

112 12 V7
[1l” + |val +4a1a2=1+T—l2, (8.8)

112 12 2V
ai|va]” + az|” = Ky =, (8.9)
V

[th|? = K2 L (8.10)

En injectant (8.7) dans (8.8), on a :

V2

= W24 b — T—g = (2a; — 1)* > 0. (8.11)

On va se ramener a I’étude d’un polynéme de degré 3 en u. On a v > 0 donc 4ajas — 1 < 0.
Par conséquent, on a, grace a (8.7),

4&1&2 —1= (20,1 - 1)(20,2 - 1) S 0.
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Quitte a changer v; en 15, cela nous permet de supposer que l'on a 1 — 2a; > 0 et par
conséquent \/u = 1 — 2a;. On introduit alors la somme et la différence des ]Vl 12

V2
! !
= PP+ W) = u+ T_l27

= f* — %,
S+ D S—D |
de sorte que |V}|? = —g et |42 = — A Taide de ces deux relations, (8.9) s’écrit
S—-D S+D o, V72
=gt aym— = K (8.12)

t (8.10) devient

Vz

S2 D% = 4K2 (8.13)

A Tlaide de (8.12), cela nous permet d’exprimer D en fonction de w :

o V2 V2
2 V2 g\ 2K,p-u-g
D = K2-L _— )= T
1—2a; \ Y72 2 Vu
La relation (8.13) nous donne alors :
V2 V4 VA VA 1% V2
u? —|—2u +——4K4—l—u——l+4K2—l—2—l =0,
Yurt urt Yurt 72

i.e.
2‘72_7_2 V ‘74
2 l l 2 2 l 2\2
u +7T2 u—l——T (V" =27 )_—u74(1_2Ky)'

Autrement dit, u est une racine positive du polynéme S défini par (8.6). Le lemme 8.4.3 nous
permet alors d’affirmer que u appartient & [0,1]. Comme u = (2a; — 1) = (2a3 — 1)?, cela
entraine as < 1. Par conséquent, on a :

1
a1 € [0, -

1
2] et as € [=,

1
2]’

ce qui prouve la proposition puisque, pour tout j dans {1..4}, wé = idy]l-. O

On peut alors énoncer un résultat de stabilité pour le modeéle considéré.
Proposition 8.4.5 Le systéme PML (8.2) est stable et on a

Vw/P(w) =0, 0<ZImw < d.

Preuve. Cela résulte directement des propositions 1.2.8 et 8.4.4 puisque les racines de P sont
0, ’id, {wg-)}jzl__él et {w;}jzl.A. Od
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8.5 Modéle discret

On utilise maintenant le schéma aux différences finies en quinconce introduit par Madriaga
[100] et Virieux [130] pour la discrétisation en espace du modele précédent. En éliminant la
variable temps, le modele discret s’écrit :

(va)ij = (WP + (V2
(Uacac i 7 (U:c:c)l_%yj

(iw + dz)(v:f()l,j T ( p)h ,
a. i 1 —\O 1 -1
iw(vi)j = Wity TWlizs .

ph ’

(Uy)lJr%,jJr% = (/UZ)lJr%,jJr% + (/Ug)lJr%,jJr%?
B Uwy)z+1,j+% - (U:vy)l,ﬂ%
3 ph
iw(vg)l L (Uyy)H%,jH - (Uyy)H%,j_
+3.0t3 ph ’

(iw + dl+%)(”§)l+%,j+

)

(O-mc)pr%,j = (O-gx)préd' + (O-:ZE/:E)H»%Ja
) (V)11 — (V)1
(2w+dl+%)(agx)l+%7j = ()‘+2M) - ]h - ]7
(Uy)z+§,j+% - (Uy)lJr%,j*% )
h )

(Oy)is ;= (@)1 + (@) o
(iw + dyy1)(03,) 1 5 = )\(Ux)l+1,jh_ (vx)z,j’
2 bR
(Uy)l+l 1= (vy)pr i1
) y e 2’]+2 Y l+27] 2.
@W(Uyy)l_’_%’j = (}\+2/_,L) h :

(ny)l,]ur% = (O-gy)l,_jJr% + (Uﬂycy)l,jJr%v
(Uy)lJrl j+1 (vy);_1 j+2
(iw + dl)(ggy)l,ﬂé =pu 2772 - 2973

: (V2 )1j+1 = (Ve )15
uu(o%y)hj+% — z )l - )by

Le parametre h désigne le pas de discrétisation, que l’on choisit identique dans les deux
directions de l'espace (h = Az = Ay).
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8.6 Calcul des coefficients de réflexion

Afin d’analyser I'influence de la couche absorbante et dans le but d’optimiser éventuellement
son action, on va associer au modele PML des coefficients de réflexion discrets. Le calcul d’'un
coefficient de réflexion repose sur une analyse du modele par ondes planes, ce qui revient a
chercher des solutions particulieres du modele discret sous la forme :

«@ ro . . 1 3
4 )l+%,j+% =V )l+% exp[—iky(j + E)h + iwt], (8.14)
avec
a vy _ - . .
Ve = [ v ] , a=uz,y et (V)H% =(V )l+% + (Vy)l%'

Apres avoir éliminé o du schéma discret, on injecte les expressions (8.14) dans les équations
obtenues. On obtient successivement :

(1) pour v, :

@x)l

_ A+ 20 @x)l+1 - @x)l . @x)l - @x)l—l
ph?(iw + dy) iw—l—ler% iw—l—dli%
k,h
+ 4sin2(%)

/’L ~ . kyh/ A—i_/’b R s
pwghz(vx)l + 2sm(7)m ((vy)l,% (vy)H%) ., (8.15)

(i1) pour vy :

(B,) .1 = I (@y)ug - (@y)ur% _ (@y)ur% - ({}y)lfé
Yty T ph2(iw +dpy 1) iw + diyq iw +d
. kyh XN+ 2u . . kyh A4 N .
200y N2 T Al 2y _

On cherche ensuite des solutions particulieres de (8.15) et (8.16) de la forme :
— Ondes P (compression) :

(V)q = @eﬂ'kmqh + Rpp‘éceikzqh + Rpsﬁeikzqh pour q = [,[ + % <0,
(8.17)
(V)y = Tppjze—ikth 4 Tydbeikeah pour g = 1,1+ 1 >0,

avec
= [ cos@ + | —cosf # | —sinfs
dp = _sin@}’ dp_[ sin 6 }’ ds_[ cos 0 ]’

3 [ cosfs # | —sinfy
dy = | sinf3 ] et d, = [ cos B, }’
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— Ondes S (cisaillement) :

(V)q = dse” k=t 4 R diethath + Ry dl ethadh

pourq:l,l—i—%ﬁo,
(V)q _ Tssciiefil;zqh + Tspci;efil;zqh
avec

(8.18)
pourq:l,l—i—%zo.

i = —sinf ’ - sin @ ’ 7 - cos 05 ’
| cosf s cos 6

p sin 92

3 | cosby
dp_ l: —SiH94 ] )

Notons que la couche absorbante est localisée en ¢ = 0.

CZZZ [ —Sin03:| t
cos 03

Dans chacun des deux cas, on vérifie facilement les relations suivantes :

1 ~ ~ ~ .o keh -
Vg=1,1+ B} < -1 (V)g+1 =2(V)g+ (V)g-1 = _4sm2(7)(v)qa
Vg=1,1+ % >1

T
=

xT

)7

(V)qul - Q(V)q + (V)qfl =—4 sin2(

8.6.1 Relation de dispersion dans le milieu physique

se réduisent a :

On cherche maintenant a établir la relation de dispersion vérifiée par (kg,k,) dans le
milieu physique, ce qui correspond au cas [ < —1. Dans ce cas, les équations (8.15) et (8.16)

~ A+ 2M ~ ~ ~ .92 kyh H ~
() =~ s | (Geduen = 200 + ()i + Asin® (7)o (o)
o kyh N 4pr .
+2isin() 2 (@) — @)

I A N N
1= _W {(Uy)l-yi - 2(“y)l+§ + (Dy
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En considérant que l'onde est de la forme (8.17) ou (8.18), on obtient les relations :

.4 o kah o kyh 7,
() = s |\ -+ 20) i (557) + pesin® (557)| (o
. kyh N+ .
+2isin(=50) 2ot [0y — @iy | (8.19)
X 4 . o kzh o kyh 1,
(0)iyy = s P50 (550) + (4 20)sin® (540) [ (@)
o kyh XN Hpr, .
+2isin(=40) 2 (@) = (0], (8.20)

On exprime alors (7y),
(8.19) ; on obtient :

41 (Oy),— 1 a l'aide de (8.20) et on remplace cette quantité dans

. B* 5 kY.
(b2); = [A—41_Csm( =) @i
avec
. 9, kzh .o kyh . kyh A+
— 2 2 —
A—W[(A—i—Qu)sm( 5 ) + psin (%)}, B—2zsm(%)m

_ 4 -2 kxh .92 kyh
et C—W[usm( 5 )+ (A +2p) sin (T)}

On en déduit la relation de dispersion satisfaite par k; et k; dans le milieu physique :

heh

A+ C — AC — 4B?sin?( 5)—1=0.
Etant donné que V, = )‘Jr—lf“ et V,= \/% , cette relation s’écrit :
16 5.0 2 4 2 2
Ve Ve (Aot Ay)" + 05— (Vi + V5) (Ao + 4y) =1, (8.21)
kyh
avec A, = sin%%) et A, = siHQ(%).
A+ A
En posant X = M, on a encore
h2w?

2772 v2 2 2
16V, VIX? —4(Vyi+ V)X +1=0,
d’on
X =4V} ou X =4V7

1.e.

Ay + Ay = 4PV ou Ay + A, =42V
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8.6.2 Relation de dispersion dans une couche absorbante infinie

Le cas d’une couche absorbante infinie correspond au modele PML discret avec :

dy=dsil>0, d=0sil <0,
dl+;:dsil20, dl+;:081l<0.
2 2

Pour | > 1, les équations (8.15) et (8.16) s’écrivent :

X A+ 2u X X R kyh,  p
(6); = m[(w)m — 2(02)1 + (Ux)l—l] + dsin® (== )ph2w2( 2
kyh A . .
— 28111( 9 )m [(’Uy)l_i_% - (Uy)l—%]a
R ol . 2 k h )\+2/_,L n
(Uy)l-y% = ph2(iw + d) {( )1+% 2(“y)l+1 + (Uy)l 1} + 4sin (%) o202 (Uy)l-k%
. kyh A+ . .
-2 L | (D — (Vz)i]s
sin 2 )thw(iw—l-d) [(U e = (o)
) 4 A42u - " .
(Ux)l th |: (iw T d)2 z+ 2 Ay} (U:t)l
. kyh A+ p X N
— QSID(T)m |:(Uy)l+% - ('Uy)l_%}a
) 4 1 - A+2u A
Oy = oo |~ Gap et o ] Gy
kyh A . .
-2 —— | Uz = Uz)1 |,
sm( 2 )ph2 (iw + d) {(U Jiv1 = (0 )l}

~ k
avec A, = siHQ(L). Le raisonnement utilisé dans le paragraphe précédent nous donne la

relation de dispersion dans la PML :

A+ 3p A, A, 16 A? A2
4 ph? [ ( * } 2h4{()\+ M)M[(iw+d)4+w4]

iw+d)? W
A, O’
_ A A, —1=0.
w?(iw + d)? } p?htw? (iw + d)? v

— [\ +2p)* + 17
Remarque 8.6.1 On peut aussi déduire directement cette relation du systéme précédent.

d
En introduisant le parametre complexe D :=1 —¢—, il vient :
w

- 2 -
A, 4 A,
2 2 2
h VS <— + A ) h2w2(vp + V) <—2 + A ) (8.22)
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Comme plus haut, on obtient :

A,
4+ A= 4h2w2V1'D2 ou 3 +A, = 402w V2,

8.6.3 Coefficients de réflexion pour une couche absorbante infinie

Poursuivons notre analyse en déterminant les coefficients de réflexion associés a la couche
absorbante infinie. Notons tout d’abord que (8.17) et (8.18) induisent des relations de conti-
nuité, obtenues en raccordant les champs de vitesse en ¢ = 0. Ainsi, dans le cas d’une onde
P, on dispose de la relation :

Typ cos 3 — Tssinfy = cos 0 — Ry, cos ) — Ry sin 0

(8.23)
Typsin s + Tps cos 0y = sin 0 + Ry, sin 0 + Ry, cos 02
et dans le cas d’une onde S, on a :
—Tsssin s + T, cos 0y = —sin + Rggsin 6 + Ry cos by
(8.24)

Tsscos 3 — Ty sinfy = cos 6 + Rgscos O + Rgpsin b.

On considere alors les équations (8.15) et (8.16) pour I =0 et [ + 3 = 0 respectivement :

( N )‘+2:u (ﬁx)l — (@:v)O )‘+2:u N N
(Da)o = ph2iw [ w+d } ph2w? [(@2)o = (92) ]
o kyh o, Y21 NP S T .
2
+ 4sin (—; )—ph2w2 (0g)0 — 2’LSH1(—'; )ph2w2 [(vy)_% — (vy)% ,

(8.25)

(52)o =~ [(vyzi; (jy)o} + i )0 = ()]

kyh A+ 24

) kyh X+ p
2 7 ph2w?

(b)o = 2isin(=47) 2oy |(02) g = () |

+ 4sin?(

\

On applique ensuite (8.25) au cas d'une onde P et on fait apparaitre les termes T, cos 3 —
Tpssinby et Tpp,sinfz + Tpscosfy que l'on élimine a 'aide de (8.23). Tous les termes de
transmission sont ainsi écartés et on est ramené a résoudre le systeme en (R, Rps) :

(M cos6 + Nsin@)Ry, + (M sinby + N cosbz)R,s = M’ cos + N'sin 6

(=N cosf + Psinf)Ry, + (—Nsinfy + P cosby)Rys = P'sinf + N’ cos 6
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avec :

1 1. '~ . . . . k h
M = (X +2p) 2sin(key) exp(—k,3)  2isin(k3)exp(—iksg) | 4psin’(Gp)
pwh?(iw + d%) ph?w? oh2w? )
o kyh (A ) =~ h h
N =2 SID(T)W eXp(—’ka§) — exp(—zkx§) ,
o 2sin(/~€x%).exp(—il~€x%) ~ 2isin(k,B) exp(—ik. ) s 2#)% o
pwh?(iw + d%) ph2w? p2h2w?
3 7. .7 . . . . k‘ h
M = (A +2p) QSln(kx%)exp(—zkx%) 21 sm(kx%)exp(@kx%) - M .
pwh?(iw + d%) phZu? h2? ,
ko (0 b o
N' =92 Sln(%) (ph—;_wl;) (eXp(ikIE) - eXP(—ikx§)> ,
P 2sin(l;:x%)‘exp(—il;:x%) 2isin(ko k) exp(ik:3) I ) .
pwh? (iw + d%) phw? p2h2?

On en déduit les coefficients de réflexion :
-1
Ry, = ((MP + N2) cos(6 + 92)) [(M'P — NN') cos 0 cos 05

— (NN'"+ MP")sinfsinfly — (MN' + M'N)cos@sinfy + (PN' — NP/)SiHHCOSHQ},

—1
Ry = ((MP+ N?)cos(8+62))  |[(MP'+ 2NN’ — M'P) cos 0sin 6

+ (MN' + M'N)cos?0 + (NP’ — N'P) sin? e].

On proceéde de la méme maniere dans le cas d’une onde S, en éliminant les termes de trans-
mission dans (8.25) grace a (8.24). On est alors conduit & la résolution du systeme :

(—Msin® + N cos 0)Rgs + (—M cos b3 + N sin6y)Rs, = —M'sinf + N’ cos 0

(Nsinf + Pcos8)Rss + (N cosby + Psiny) R, = P/ cos§ — N'sin 6

160



On obtient :
-1
Ry = ((MP + N?) cos(6 + 02)) [(NN’ + M P’) cos 6 cos 6

+ (NN’ — M'P)sin0sinfs — (MN' + M'N)sin6 cos 05 + (PN’ — NP') cos 0 sin 92} ,

-1
Ry = ((MP+ N?)cos(6+62))  |(M'P = 2NN' — MP') cos 0sin 6

+ (MN' + M'N)sin?0 + (NP' — PN") cos? 9].

8.6.4 Coefficients de réflexion pour une couche absorbante de longueur
finie

Une couche de longueur finie est caractérisée par :

(d%, d 1) et (dl,...,dnl),

) nlii

oul n; représente le nombre de points de discrétisation dans la couche selon la direction x;
I’épaisseur de la couche est donnée par h x n;. Afin de terminer la couche, on impose des
conditions de Dirichlet homogenes a sa base : (0z)n, = (Uy),, .1 = 0. En posant

TLZ+2
— (i 2 foookyh

a; = (iw+ dj—1)(h* — 4@ sin (7)) — (b + by—1),
b — A2
b p(iw—l—dl_%)’

kyh A
o= 2sin(L)ﬂ,

2 wp

la relation (8.15) s’écrit :

a1 (02)1 + b141 (02 )11 + 0102 )11 — @(By);_1 + a(By); 1 = 0.

On a donc :

A+2u
wp

MV, + AV, = ( (0z)-1 + a(@y);> F, (8.26)
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avec

ap b 0 0
b1 "
M=| g 0o | (8.27)
bnl—l
i 0 0 bp-1 an |
(92)0 (0y)1
Ve = , Vy =
(02 )1 (0y) -1
« 0 0 1
_ : 0
A= @ et F =
0
0 - « 0

De méme, en introduisant

A+2 kyh
o = (iw+ dl_%)(h2 —4 ;‘)2“ S DQ(%)) — (&1 +e—1),
S L
“a= pliw+d;)’

on a :

NV, + BV, = %(@y)fép, (8.28)

avec B=—tA4 et

cg e 0 0
€1
N=1 o 0 . (8.29)
€n;—1
i 0 0 en-1 o ]

Le systeme composé de (8.26) et (8.28) s’écrit :
MV, + AV, = yF

(8.30)
NV, + BV, = 6F
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A+2u
wp

et §5=-(0,) 1.

avec vy = 1 -
2 wp

(0z) -1 + a(0y) _

=

On déduit alors de (8.30) que V; et V, sont solution de :

(I - MITANIBYW, =y M IF — SMTANLF,
(8.31)
(I = N"IBMTAV, = NIF — AN IBM™LF.

Nous avons introduit les inverses des matrices M et A sans avoir établi leur existence. On
montre que, sous certaines conditions sur (d,,,d 1 ) et pour h assez petit, ces deux matrices
2

sont inversibles. Sous ces mémes hypotheses, les matrices
Ki=I-MT1TAN"B et L:=T-N"'BM A (8.32)

sont aussi inversibles. Pour ne pas alourdir la rédaction, nous ne développons pas ici les
démonstrations. Nous renvoyons au paragraphe 8.6.5 pour une preuve de ces résultats. Ces
conditions étant satisfaites, le systeme (8.31) est équivalent & :

Ve =7K "M IF — 6K '"MTANIF,

Vy=0LINTIE — L INTIBMTIE.
Ce systeme nous donne directement :
(0z)0 = 'FKTIM™HyI — SANYF,

(8.33)
(8y)1 = "FLTN YOI =/ BMYF.

Les expressions (8.33) vont maintenant nous permettre de déterminer les coefficients de
réflexion pour chaque type d’onde. Dans le cas d’une onde P, (8.33) s’écrit sous la forme
du systeme

cos — Rypcosf — Ryssinfy = "FKIMY(yI — SANHF

(Tpp sin O3 + Tpys cos 04) exp(—ik, B) = LFLTIN VST — yBM™1)F

dans lequel on injecte la relation de continuité (8.23). Les coefficients de réflexion R, et R,
sont ainsi solution de :

Rypcosf + Rpssinfly = cos + 'FK ML (AN —~yI)F

Rppsin + Rpscos Oy = —sin 6 + exp(ik, %) ' FLTIN YT — yBM™)F,

ce qui entraine :

Ry, = cos(0 + 02) " {cos(@ —63) +cos O 'FK'M Y (SAN ™ =) F

+ sin 0y exp(il%xg) LN yBMTE - 5I)F] ,

Rys = cos(0 + 6) 7" [ —sin 26 + cos@exp(il%xg) PFLINTYST —ABM™HEF

+sin 0 FK MY (7T — ww*l)F} :
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De la méme maniere, pour une onde incidente S, on écrit (8.33) en tenant compte de (8.24),
ce qui donne :

Rsssin + Rgpcosfy = sinf + ' FK MYy I — SANTHF
Rgscos0 + Rgpsinfy = — cos 0 + exp(il;x%) tFLINTY(OT — yBM™YF.
On obtient les coefficients de réflexion numériques :
-~ h
Rgs = cos(f + 62) 7! [ — cos(f — 02) + cos O exp(ikxg) PPLINTHST —ABMTYHF

+sin by LFK ML GAN T — rﬂ)F} ,

Ry, = cos(f + 69) 7" [sin 20 + cos 0 'FK M (v — SANHF
+sinf exp(z'l;xg) PFLINT ABMTE - 5I)F] .

Remarque 8.6.2 Comme B = —'A les formules précédentes s’écrivent aussi :

R,y = cos(f + 02) [cos(@ —62) + cos o ' FK MY SAN T — A F
— sin 0y exp(ik, ) LFLTIN T (v EAML + 51)F} ,

Rys = cos(0 + 69) 7" { —sin 20 + CosHeXp(iIchg) CFLTINTYHOT + v TAMTYF
Fsin 0t FKT M (4T — 5AN‘1)F] ,
(8.34)
Rys = cos(f + 6)7* [ — cos(f — 62) + cos 02 exp(ilz:xg) PPLINTHST -y P AMTYF
Fsinfo ' FKI M- (SAN T — VI)F},

Ry = cos(0 + )" {sin 20 + cos 0 ' FK M~ (yI — SANHF
—sinfexp(ik, B) P FLTIN T (yIAM ™! + 5I)F].
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8.6.5 Complément : inversibilité des matrices M, N, K et L

Nous terminons cette partie en démontrant, sous certaines conditions, 'inversibilité des
matrices M, N, K et £ définies par (8.27), (8.29) et (8.32). Pour cela, nous allons utiliser le
résultat établi au chapitre 1 (proposition 1.4.1) ainsi que des résultats classiques d’algebre que
nous rappelons ci-dessous [66]. On munit M (C) d’une norme N et on note Glj(C) ’ensemble
des matrice inversibles de My (C).

Proposition 8.6.3 Gl(C) est un ouvert de My(C).

Remarque 8.6.4 La proposition 8.6.3 n’est que lapplication a la dimension finie d’un résultat
plus général. En effet, 'ensemble des endomorphismes continus et inversibles d’un espace de
Banach E est un ouvert de l’algébre L.(E) des endomorphismes continus.

Lemme 8.6.5 Soit X = X (h) une matrice de My (C) dépendant continiment du paramétre
réel h. On suppose que X (0) est inversible. Alors, X est inversible pour h assez petit.

Preuve. D’apres la proposition 8.6.3, il existe 7 > 0 tel que Y appartient a Gl (C) pour
N(X(0) —=Y) < r. Mais, pour h assez petit, on a N(X(0) — X(h)) <r. O

Les matrices M, N, K et £ dépendent continiiment du parametre h > 0. Nous allons établir
que ces matrices sont inversibles pour A = 0, ce qui montrera, grace au lemme 8.6.5, qu’elles
le sont pour h assez petit.

Nous supposons, dans un premier temps, que M et N sont inversibles. Alors, les matrices
K et L sont bien définies. Par ailleurs, comme A est la matrice nulle pour h = 0, on a :
K(h =0)=L(h=0)=1 et ces deux matrices sont inversibles.

Il reste donc & prouver que, sous certaines conditions, les matrices M et N sont inversibles
pour h = 0. Nous traitons uniquement le cas de M, le raisonnement étant le méme pour la
matrice A/. Nous avons :

(a1 b 0 0 |
by . . )
. bnlfl
0 0 bp—1 dn
avec :
vie{l,--,m}, a; = aj(h = 0) = —(bj 4+ bj—1),
A+ 2u

Vie{l,--- ,ny—1}, bj=——-—7—.

Cette matrice étant de la forme (1.5), la proposition 1.4.1 montre que, si M est inversible, la

matrice symétrique M~! est donnée par :

Ni—1(bos .-, 0i—1)X0,—j(bj, ..., by,)
Y, (bos ..., by,)

(M™1)ij = =bi...bjy sii<j. (8.36)

En particulier, si

Sy (D0, - -+ bny) £ 0, (8.37)

la matrice M est inversible et M~! est donnée par (8.36). Montrons alors le lemme suivant.
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(2030, —1(bo, b0y —1)

Lemme 8.6.6 X, (by,...,b,,) =0 si et seulement si dnﬁ% = o by 1 — iw.
Preuve. Supposons que l'on ait X, (b, . .., by,) = 0. Comme
Enl(b()) LR 7bTLl) = bTLZEnlfl(b()a s 7bn171) + bO e bnlfla
on a alors
bnlznl—l(bm s 7bnl—1) +bo--- bnl—l = 0.
Comme les b; sont tous non nuls, cela entraine
anfl(b()? o 7bn171) ;é 07
donc
B bo -+ bpy—1
bp, = — .
Yn—1(bos - - bry—1)
Comme, par définition, b,, = —Wil“—%) , la relation précédente s’écrit aussi :
A 20)%,, —1(bgy .+ .y by, — .
dn_l:(—i_u) n 1(bo n 1)_%0.
72 pb()a"'vbnl—l
s . . (A+2p)30, —1 (b0, ey, —1) . .
Réciproquement, si dnﬁ% = pbol,...,bnl_1 L— —jw, on a :
L _ an—l(bm s 7bnl—1)
bnl bOa---abnl—l ’
donc menl,l(bo, ce ,bnlfl) +bg--- bnl,1 =0 ze. Enl(bo, e ,bnl) =0.0
Maintenant, pour (b, ..., b,,—1) fixé, notons s,, la quantité introduite au lemme 8.6.6 :
A42u)%5, —1(bg, ...y bn, —
Sy = (A +2)En,—1(bos - - -, bny—1) i (8.38)
pb07 e 7bnlfl
Le lemme 8.6.6 montre donc que, si on choisit dnl_; différent de s,,, on a X,,(bo, ..., bn,) #0

2
et la matrice M(h = 0) est inversible. Nous avons donc établi le résultat suivant.

Proposition 8.6.7 Soit (di,...,d _3) quelconque et dnl—l différent de sp,. Alors, la ma-
2 2 2

> Oy —
trice M est inversible pour h assez petit.

Remarque 8.6.8 On applique le méme raisonnement a la matrice N : pour (dy,...,dy,—1)

quelconque et dy,, différent d’une valeur t,, (dépendant de (eg, ..., en,—1)), la matrice N est
inwversible pour h suffisamment proche de 0.
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8.7 Optimisation du comportement du modele PML discret a
incidence rasante

8.7.1 Problématique

Un probleme récurrent dans le contexte de I'utilisation d’un modele PML discret pour les
équations de Maxwell ou pour ’équation de I’élastodynamique est le fait que le coefficient de
réflexion n’est plus nul apres discrétisation, mais surtout qu'’il se dégrade & incidence rasante
(voir par exemple [42]). Dans ce cas, une quantité non négligeable d’énergie est renvoyée dans
le domaine de calcul sous forme d’ondes réfléchies parasites.

Pour étudier ce probleme, Collino et Monk [42] ont calculé analytiquement le coefficient
de réflexion numérique d’un schéma discret pour les équations de Maxwell (en l'occurrence
pour une grille de différences finies en quinconce bidimensionnelle classique). Ensuite, ils ont
sommeé les valeurs de ce coefficient discret pour différents angles d’incidence (entre incidence
normale et incidence rasante, c’est-a-dire pour 90 degrés, 89, 88, ..., 3, 2 et 1 degré). Enfin, ils
ont utilisé un algorithme de moindres carrés pour optimiser le profil d’amortissement discret d
en chaque point de la grille de différences finies dans la PML afin de minimiser globalement la
quantité d’énergie renvoyée dans le milieu. Cela revient a rendre le comportement du modele
PML discret moins bon a incidence proche de la normale (ou il est presque parfait) dans le
but de le rendre meilleur & incidence rasante (ou il est mauvais).

Le but de notre calcul analytique ci-dessus (formules (8.34)) était le méme : nous souhai-
tions utiliser ensuite une technique de moindres carrés afin de minimiser globalement 1’énergie
renvoyée dans le milieu sous forme d’ondes P et/ou S parasites, ceci pour toute la plage
d’angles d’incidence possibles, en échantillonnant cette plage tous les degrés entre 1 et 90.
Cependant, nous avons finalement abandonné cette approche pour les deux raisons que nous
exposons maintenant.

Tout d’abord, la situation en élastodynamique est plus compliquée que pour les équations
de Maxwell étudiées dans [42] car il existe deux types d’ondes de volume possibles (ondes P
de compression-dilatation et ondes S de cisaillement). De ce fait, il y a quatre coefficients de
réflexion discrets : Rpp, Rps, Rsp, et Rss. Il n’est alors pas facile de décider quel coefficient
optimiser, ni de s’assurer que le fait d’en optimiser un ne va pas dégrader les autres. Il
est difficile d’envisager d’optimiser les quatre simultanément car nous ne controlons pas la
quantité d’énergie qui arrive sur le bord PML indépendamment sous forme d’ondes planes P
et d’ondes planes S. Nous pourrions songer a optimiser la moyenne arithmétique des quatre
coefficients, mais cela n’est pas du tout réaliste d’'un point de vue géophysique. En effet, le
résultat d’une telle approche ne serait pas toujours optimal lorsque la source sismique et/ou le
milieu varieraient puisque les différents types de failles pouvant générer des tremblements de
terre n’émettent pas la méme quantité d’énergie sous forme de compression et de cisaillement.
Ces quantités varient en effet tres fortement en fonction du diagramme de radiation de la
source. Par ailleurs, la quantité d’énergie qui arrive au cours du temps sur le bord d’'un
milieu géophysique varie également en fonction de la nature du milieu géologique considéré,
par exemple en fonction des contrastes de vitesses sismiques dans ce milieu. Enfin, dans le
cas d’un milieu géophysique réaliste, c’est-a-dire possédant une surface libre, il existe un
troisitme type d’ondes, les ondes de surface (appelées ondes de Rayleigh ou de Love suivant
leur polarisation) qui dans certains cas (par exemple en sismologie globale) transportent une
grande quantité d’énergie. Ainsi, ces ondes devraient étre également prises en compte dans
le cadre d’un tel processus d’optimisation des coefficients du profil d’amortissement dans la
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PML. Or, ces ondes ne sont pas incluses dans notre calcul des coefficients de réflexion de la
partie 8.6.

Par ailleurs, au cours de notre travail sur le calcul analytique du coefficient de réflexion,
nous avons découvert dans la littérature que, dans le cas des équations de Maxwell, une autre
approche introduite par [91] et [114] existe et qu’elle semble tres efficace. Il nous a donc paru
tentant et intéressant d’essayer de l'adapter au cas de I'élastodynamique. Cette approche
consiste a modifier la transformation de coordonnées complexe utilisée classiquement dans
la PML (voir par exemple [43]) pour y introduire un terme dépendant de la fréquence qui
implémente un filtre de type Butterworth dans la couche. Pour les ondes dont 'incidence est
proche de la normale, la présence d’un tel filtre ne change rien, I’absorption étant déja quasi
parfaite. En revanche, pour les ondes rasantes, qui pour des raisons géométriques pénetrent
peu en profondeur dans la PML mais qui y parcourent un trajet plus long dans la direction
parallele a celle-ci, le fait d’ajouter un tel filtre va atténuer fortement ces ondes et les empécher
de ressortir de la PML avec une énergie importante. Une telle approche a été introduite pour
lapplication des PML aux équations de Maxwell [91] et sa mise en ceuvre a été rendue
beaucoup plus directe dans le cas du schéma de différences finies de Yee [132] dans [114]. Une
idée assez similaire a été utilisée tres récemment en élastodynamique [57] dans le contexte
d’une formulation variationnelle fondée sur la méthode des éléments spectraux.

A la lumitre de ces travaux, nous avons donc décidé d’abandonner l'optimisation par
moindres carrés de [42] et d’essayer plutdt de suivre approche de [114] en l'adaptant au
cas des équations de I’élastodynamique écrites sous forme différentielle en vitesse et tenseur
des contraines et discretisées par la méthode de différences finies en quinconce en espace et
en temps de [100] et [130], schéma numérique qui est également utilisé dans le modele PML
splitté classique de [43].

A cet égard, nous présentons ci-dessous des résulats de cette nouvelle approche appelée
Convolution-PML (C-PML) obtenus récemment en collaboration avec Dimitri Komatitsch et
Roland Martin dans le cas bidimensionnel. La technique est fondée sur ’écriture du modele
PML sous forme de convolution en temps et I'introduction de variables & mémoire permet de
ne pas avoir a stocker explicitement tout le passé de ’état du milieu pour pouvoir effectuer la
convolution, mais plut6t de calculer celle-ci de maniére récursive comme suggéré dans [97] et
amélioré dans [114]. Notons que I'idée de variables & mémoire est assez similaire a celle utilisée
en modélisation numérique en géophysique pour modéliser 1'atténuation (viscoélasticité) dans
I'équation des ondes sismiques (voir par exemple [134], [49] et [81]). Remarquons qu’a la
différence du schéma classique de [43], cette approche présente 'avantage de ne pas étre
splittée, c’est-a-dire que son implémentation dans des codes de différences finies existants
(sans PML) est beaucoup plus facile car la partie principale de ces codes reste inchangée. En
effet, comme nous n’avons pas besoin de splitter les différentes inconnues v et o, il n’y a pas
a modifier la structure des boucles calculant ces tableaux. Il suffit d’ajouter un tableau pour
stocker chacune de ces variables & mémoire (dans la PML seulement et pas dans le domaine
de calcul lui-méme ou le coefficient d’amortissement est nul), et une boucle sur chacune des
variables a mémoire, ce qui est aisé.
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8.7.2 Présentation de la méthode C-PML

Comme nous l'avons détaillé en introduction de ce travail, la méthode PML peut étre vue
comme un changement de coordonnées (voir par exemple [42, 43]). Dans le cas d’une couche
PML située suivant 1’axe des z, on remplace 0, par :

w
= —— 9,
iw+dy ©
ou d; > 0 représente le profil d’amortissement dans la couche PML. Autrement dit, on a :
1
Oz = — Oy,
T
avec :
w+d d
=t g
iw iw

L’idée de la technique C-PML, introduite par [91] et reprise par [114], consiste simplement a
faire un choix plus général pour s,, en introduisant non seulement le profil d’amortissement
d, mais aussi deux autres variables o, > 0 et Kk, > 1 telles que :

J— dx
Sy = Ky + rﬁ i
Dans le cas particulier ou k, = 1 et a, = 0, on retrouve la formulation PML classique.
Comme le changement de coordonnées dépend de la fréquence, nous retrouvons, en repassant
en temps, une convolution en temps sur chaque dérivée spatiale modifiée. En notant 5,(t) la
transformée de Fourier inverse de lm, 0, est remplacé par [114] :

O3 = S,(t) * Oy.

N

A Taide du logiciel Maple, on obtient la valeur de 3, :

LSt da

ba v ()= (e frata)t
(e

)

ou 0(t) et Y désignent respectivement la distribution de Dirac et la fonction de Heaviside. Si
nous notons :

d
Cac (t) = 2

_H_%Y(t)e_(dx/ﬁx'i‘ax)t

, (8.39)

nous voyons que J, est finalement changé en :

0 = %81 + Cu(t) * Oy

X
Le premier de ces deux termes est facile a traiter dans un code numérique existant : il suffit
de diviser la dérivée spatiale calculée par k,. Afin de pouvoir calculer le second terme dans
le cadre d’un schéma discret en quinconce en temps, supposons que nous ayons discrétisé le
temps en N pas de temps de durée At. Le terme de convolution calculé au pas de temps n
peut alors s’écrire :

nAt
(Co % 00)" = /O Da(nAt — 1) Co() dr.
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Comme dans [97], nous supposons que 0, varie peu au cours d'un méme pas de temps et peut
donc y étre considéré comme constant en premiere approximation. D’un point de vue physique,
cette hypothese est justifiée car le pas de temps est petit devant la durée caractéristique des
phénomenes mis en jeu. Sachant que les conditions initiales sont nulles, nous avons alors :

-1

N
(Go* 0x)" = Y Zu(m) (0:)" ™ (8.40)
m=0

avec :

Compte tenu de (8.39), nous obtenons donc :

d (m+1)At

Zo(m) = -2 e (REFeR)T qr — g o~ (R tea)mAL (8.41)
Kz JmAt
avec
dy d
e .. S— | (8.42)

Kz(dy + Kgag)

D’un point de vue numérique, ’évaluation du terme de convolution écrit sous la forme (8.40)
est coliteuse car elle nécessite, a chaque pas de temps, une somme sur tous les instants passés
(somme sur 'indice m). Heureusement, en raison de la forme exponentielle simple du terme Z,
dans (8.41), cette somme peut étre effectuée grace a la technique de la convolution récursive
en introduisant une variable & mémoire v, mise a jour a chaque pas de temps, comme ['ont
remarqué [97] :

N-1
m=0

ou I’évolution en temps de i, est régie par la relation :
P = b 4 a, (8,)" . (8.43)

Cette approche est idéale d’un point de vue numérique car elle requiert un temps de calcul
quasiment négligeable et nécessite le stockage d’un seul tableau supplémentaire en mémoire.
En résumé, d’un point de vue pratique, la mise en ceuvre de la technique C-PML dans un
code de différences finies existant (sans PML) est trés simple. En effet, il suffit de remplacer
chaque dérivée spatiale 0, par K—tﬁm + 1Y, et de mettre a jour v, au cours du temps grace
a (8.43). La méme approche peut évidemment étre utilisée pour implémenter des couches
C-PML suivant les autres directions de 'espace (y ou z). Notons qu’il n’y a aucun traitement
particulier a effectuer dans les coins de la grille : les contributions 1, 1, et 1, provenant des
couches PML situées suivant x, y et z respectivement se somment simplement.
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8.7.3 Résultats numériques

Nous présentons maintenant les résultats numériques obtenus en deux dimensions. Les cinq
variables vy, vy, 04z, Oyy €t 04y ainsi que les variables a mémoire implémentant la convolution
récursive sont discrétisées selon la grille en quinconce classique de [100] et [130] représentée
sur la figure 8.3.

On considére un modele homogene de 1810 m sur 6410 m représentant un domaine beau-
coup plus haut que large (tranche fine) afin de favoriser la propagation d’ondes a incidence
rasante, qui constituent le cas, difficile pour la technique PML classique, que nous souhaitons
tester. Ce modele est discrétisé par un maillage comprenant 181 points sur 641 points. Le pas
de discrétisation spatiale est uniforme dans les deux directions et vaut Ax = Ay = 10 m. Le
milieu est homogene et posséde une vitesse des ondes de compression V,, = 3300 m.s~!, une
vitesse des ondes de cisaillement Vi =V, / V3 ~ 1905, 2 m.s~ 1 (c’est-a-dire que le coefficient
de Poisson est égal & 0,25) et une densité p = 2800 kg.m~3. Comme ’algorithme d’intégration
en temps repose sur un schéma explicite, le pas de temps At doit vérifier la condition de
stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy [45] :

/ 1
VbAt < 1, 1 -
S S
Ax? Ay?

Dans le cas o Az = Ay on a donc < /1/D, ou D est la dimension spatiale du
probléme, c’est-a~dire qu’en dimension D = 2 le nombre de Courant maximum théorique est
égal & 1/4/2 ~ 0,707. On choisit At = 2 millisecondes, ce qui correspond & un nombre de
Courant égal a 0,66. On effectue une simulation sur 2 000 pas de temps, soit une durée totale
de 4 secondes.

La source est un vecteur vitesse ponctuel orienté & 135° situé en x = 1600 m et y = 4280 m.
Sa variation en temps est décrite par la dérivée premiere d’une gaussienne de fréquence
dominante fy = 7 Hz décalée de tg = 1.2/fy = 0,17 seconde par rapport au temps ¢t = 0
afin d’avoir des conditions initiales nulles. On enregistre I’évolution au cours du temps des
deux composantes du vecteur vitesse en trois points du milieu (z; = 800 m, y; = 2300 m),
(x2 = 1500 m, yo = 2300 m) et (3 = 1600 m, y3 = 300 m).

Des couches absorbantes sont implémentées sur les quatre cotés du modele. Elles ont une
épaisseur de 10 points de grille. En suivant les travaux de [63] et [43], on choisit pour le
coefficient d’amortissement dans la PML un profil de la forme d,(z) = do(%)" suivant I'axe z
et dy(y) = do(%)N suivant laxe y, ot L est ’épaisseur de la couche absorbante, N = 2 et
do = —w ~ 341,9, R, étant le coefficient de réflexion théorique désiré, choisi ici
égal 20,1 %. Comme dans [114], nous choisissons de faire varier o, et o, de facon linéaire dans
leur couche PML respective entre une valeur maximum a,,x a I’entrée de la PML et zéro a son
sommet. Comme dans [57], nous prenons amax = 7 fp, ou fo est la fréquence dominante de la
source définie plus haut. La variable x a été introduite dans [114] essentiellement pour atténuer
les ondes évanescentes en électromagnétisme. Or, nos nombreux tests numériques nous ont
montré qu’en élastodynamique elle ne semble pas jouer un grand role. Nous la supprimons
donc ici en choisissant x, = k, = 1. Sur les bords extérieurs de la couche au sommet de la
PML, on impose une condition de Dirichlet sur le vecteur vitesse (v = 0 pour tout t). Notons
qu’il faut prendre garde a bien définir les coefficients a,, b, a, et b, qui régissent I’évolution
des variables & mémoire (équation (8.42)) a la bonne position dans la grille en quinconce
de la figure 8.3. Les coeflicients a, et b, doivent étre définis au niveau de la maille pour les

Vp At
Ax
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variables a mémoire v, agissant sur v, et o,y mais au niveau de la demi-maille pour celles
agissant sur vy, oz, et oy,. De méme, a, et b, doivent étre définis au niveau de la maille pour
les variables a mémoire v, agissant sur v;, 0., et oy, mais au niveau de la demi-maille pour
celles agissant sur v, et 0,,. Notons également que dans les coins de la grille les contributions
provenant des termes dans lesquels apparaissent d, et d, s’additionnent simplement. Ainsi,
dans la formulation C-PML, les coins sont traités naturellement sans aucune modification du
code de calcul.

La figure 8.4 représente les instantanés de propagation de la composante v, du vecteur
vitesse a six pas de temps différents pour une simulation avec C-PML. Aucune onde para-
site d’amplitude significative n’est visible, méme a incidence rasante. La figure 8.5 représente
I’évolution en temps aux trois points d’enregistrement des deux composantes du vecteur vi-
tesse des résultats numériques avec C-PML, ainsi que leur comparaison a la solution analytique
du probleme. Au niveau du premier récepteur, relativement loin de ’entrée de la couche PML
et & incidente non rasante, l'accord est quasiment parfait. Au niveau du second récepteur, a
incidence rasante et assez proche de 'entrée de la couche PML, I'accord reste tres bon. Au
niveau du troisieme récepteur, dans le cas difficile d’une incidence tres rasante, d’une longue
distance de propagation accumulant donc de la dispersion numérique, et d’un récepteur situé
tres proche de l'entrée de la couche PML (a exactement 10 points de grille de celle-ci), accord
reste tres satisfaisant, ce qui souligne ’excellente performance de la condition C-PML.

Nous étudions maintenant la décroissance de I’énergie dans le maillage afin de vérifier 1’effi-
cacité du modele C-PML discret, notamment a incidence rasante. Pour cela, nous représentons
sur la figure 8.6 la décroissance au cours du temps de 1’énergie totale E :

1 1
E=SplvIP +5 > aiess
i,j=1

dans I’ensemble du modele (c’est-a-dire dans le milieu ainsi que dans les quatre couches PML)
pour la simulation presentée sur la figure 8.4. Nous observons qu’entre 0 s et 0,2 s environ, la
source injecte de I’energie dans le milieu. Ensuite, dans un premier temps, I’énergie transportée
par les ondes P, qui sont les plus rapides, est absorbée dans les couches PML. Dans un second
temps, autour d’environ 2,5 s, les ondes S, qui sont les plus lentes, sont absorbées a leur tour.
A partir d’environ 2,5 s, il ne reste plus d’énergie dans le modele visible a cette echelle. Cela
illustre 'efficacité de la technique C-PML, y compris a incidence rasante.

Il nous parait également intéressant d’étudier la question de la stabilité du modele C-PML
aux temps longs. En effet, nous savons que dans de nombreux modeles PML, par exemple
dans le cas des équations de Maxwell, des instabilités faibles ou fortes peuvent se développer
au cours du temps (voir par exemple [3, 21, 74, 23]). Afin d’étudier cette question d’un point
de vue numérique, nous répétons sur la figure 8.7, 'expérience de la figure 8.4 25 fois a la
suite, c’est-a-dire que nous faisons durer la simulation pendant 50000 pas de temps au lieu
de 2000 et que nous injectons la méme source d’énergie toutes les 4 secondes. Nous obtenons
une figure qui ressemble a la figure 8.6 répétée 25 fois. Le modele C-PML discret est donc
tres stable car, méme en laissant la simulation se dérouler pendant 50 000 pas de temps, nous
n’observons pas d’instabilités en train de se développer. Le méme test effectué sur 100 000
pas de temps (non présenté ici) nous a donné le méme résultat.

Afin de rendre encore plus difficile le test numérique d’une onde voyageant & incidence
rasante le long de couches PML dans une grille allongée, nous réduisons maintenant la taille
de la grille dans la direction horizontale a 81 points au lieu de 181 points, en gardant le
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pas de grille inchangé. Ainsi, nous réduisons la taille du modele physique dans la méme
proportion que la grille et nous étudions une tranche extrémement fine environ huit fois
plus haute que large dans laquelle deux des bords du modele au lieu d’un sont maintenant
susceptibles de contaminer la solution numérique par des réflexions parasites. Les autres
parametres de la simulation demeurent inchangés. La figure 8.8 représente les instantanés de
propagation de la composante v, du vecteur vitesse aux mémes six pas de temps que ci-dessus,
toujours avec C-PML implémenté sur les quatre cotés. De nouveau, aucune onde parasite
d’amplitude significative n’est visible, méme & incidence rasante. La figure 8.9 représente
I’évolution en temps des deux composantes du vecteur vitesse aux deux derniers récepteurs
et leur comparaison aux résultats obtenus dans la tranche fine ci-dessus. Les résultats restent
tres satisfaisants et pratiquement inchangés par rapport au cas de la tranche plus épaisse, ce
qui souligne 'efficacité de la condition C-PML méme dans ce cas tres difficile.
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VX GXX X
Sy

F1G. 8.3 — Grille bidimensionnelle de différences finies en quinconce en espace de [100] et [130] utilisée
classiquement pour discrétiser les équations de I’élastodynamique.
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Fic. 8.4 — Instantanés de propagation de la composante v, du vecteur vitesse 2D pour un modele
correspondant a une tranche fine avec des conditions C-PML implémentées sur les quatre cotés, aux
pas de temps 300 (en haut), 500, 700, 900, 1100 et 1300 (en bas). Nous représentons en rouge ou bleu
(suivant qu’elle est positive ou négative) la composante en chaque point de la grille lorsqu’elle a une
amplitude supérieure & un seuil de 1 % du maximum de I'instantané de propagation concerné. Pour
plus de clarté, les faibles amplitudes ont été artificiellement rehaussées de manieére non linéaire. La
croix orange indique la position de la source et les carrés verts indiquent la position des récepteurs
auxquels sont enregistrés les sismogrammes représentés sur la Figure 8.5. Les quatre lignes verticales ou
horizontales orange représentent le bord de chacune des couches PML. Aucune onde parasite d’ampli-
tude significative n’est visible, méme a incidence rasante. Les instantanés ont été tournés de 90 degrés
pour des raisons de mise en page.
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F1G. 8.5 — Evolution en temps des deux composantes du vecteur vitesse 2D (vg & gauche, vy & droite)
au premier récepteur (en haut), au second récepteur (au milieu) et au troisieme récepteur (en bas) de
la solution exacte du probléme (trait plein) et de la solution numérique avec C-PML (trait pointillé).
Au niveau du premier récepteur, relativement loin de ’entrée de la couche PML et & incidence non
rasante, l'accord est quasiment parfait. Au niveau du second récepteur, a incidence rasante et assez
proche de I'entrée de la couche PML, ’accord reste tres bon. Au niveau du troisieme récepteur, dans le
cas difficile d’une incidence tres rasante, d’une longue distance de propagation accumulant donc de la
dispersion numérique, et d’un récepteur situé tres proche de 'entrée de la couche PML (& exactement
10 points de grille de celle-ci), accord reste tres satisfaisant, ce qui souligne la trés bonne performance
de la condition C-PML.
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F1G. 8.6 — Décroissance de I’énergie totale au cours du temps dans ’ensemble du modele (¢’est-a-dire
dans le milieu ainsi que dans les quatre couches PML) pour la simulation pr ésentée sur la figure 8.4.
On observe qu’entre 0 s et 0,2 s environ la source injecte de I’énergie dans le milieu. Ensuite, dans un
premier temps, I’énergie transportée par les ondes P, qui sont les plus rapides, est absorbée dans les
couches PML. Dans un second temps, autour d’environ 2,5 s, les ondes S, qui sont les plus lentes, sont
absorbées & leur tour. A partir d’environ 2,5 s, il ne reste plus d’énergie dans le modele visible a cette
échelle. Cela illustre 'efficacité de la technique C-PML, y compris a incidence rasante.
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Fia. 8.7 — Afin d’étudier la stabilité du modele C-PML aux temps longs, nous répétons 25 fois a
la suite I'expérience de la figure 8.4, c’est-a-dire que nous faisons durer la simulation pendant 50000
pas de temps au lieu de 2000 et que nous injectons la méme source d’énergie toutes les 4 secondes.
Nous obtenons une figure qui ressemble a la figure 8.6 répetée 25 fois. Le modele C-PML discret est
donc tres stable car, méme en laissant la simulation se dérouler pendant 50000 pas de temps, nous

n’observons pas d’instabilités en train de se développer.
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Fic. 8.8 — Instantanés de propagation de la composante v, du vecteur vitesse 2D pour un modele
correspondant a une tranche tres fine avec des conditions C-PML implémentées sur les quatre cotés,
aux pas de temps 300 (en haut), 500, 700, 900, 1100 et 1300 (en bas). Nous représentons en rouge
ou bleu (suivant qu’elle est positive ou négative) la composante en chaque point de la grille lorsqu’elle
a une amplitude supérieure & un seuil de 1 % du maximum de 'instantané de propagation concerné.
Pour plus de clarté, les faibles amplitudes ont été artificiellement rehaussées de maniere non linéaire.
La croix orange indique la position de la source et les carrés verts indiquent la position des récepteurs
enregistrant les sismogrammes représentés sur la figure 8.9. Les quatre lignes verticales ou horizontales
orange représentent le bord de chacune des couches PML. De nouveau, comme dans le cas de la
tranche fine de la figure 8.4, aucune onde parasite d’amplitude significative n’est visible, méme a
incidence rasante. Les instantanés ont été tournés de 90 degrés pour des raisons de mise en page.
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F1G. 8.9 — Evolution en temps des deux composantes du vecteur vitesse 2D (v & gauche, vy & droite)
au niveau du second (en haut) et du troisieme récepteur (en bas) de la solution du probleme avec
C-PML pour la tranche fine (trait plein) et C-PML pour la tranche tres fine (trait pointillé). Les
résultats restent tres satisfaisants et pratiquement inchangés, ce qui souligne 'efficacité de la condition
C-PML meéme ce cas difficile d’une tranche tres fine pratiquement huit fois plus haute que large.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié d’un point de vue mathématique différents modeles de
problemes qui interviennent en géophysique.

La majeure partie de ce travail concerne le systeme des équations de Maxwell. Tout
d’abord, nous avons étudié un systeme posé dans un milieu absorbant semi-infini. Nous mon-
trons que le probleme admet une unique solution dans un cadre hilbertien et nous construisons
ensuite des conditions aux limites absorbantes adaptées au modele considéré. En particulier,
nous étudions 'effet du couplage de ce modele avec la condition de Silver-Miiller. Nous ob-
tenons des propriétés mathématiques intéressantes : le caractere bien posé et des résultats
de stabilité en temps long. Par ailleurs, a partir du systeme précédent, nous construisons un
modele PML 3D. La formulation fait intervenir des opérateurs pseudo-différentiels. Apres avoir
établi que ce modele est bien un modele PML, nous étudions ses propriétés mathématiques.
Nous montrons que le probléme est bien posé. Nous illustrons ensuite 1’efficacité de ce modele
par des simulations numériques. Enfin, nous avons travaillé sur un modele PML 2D existant
pour les équations de Maxwell. Nous construisons des conditions aux limites artificielles pour
ce modele PML, puis nous étudions le caractere bien posé des modeles couplés résultants.
Enfin, nous mesurons 'impact des CLA sur le comportement des champs dans la couche.

La seconde partie de ce travail concerne les équations de 1’élastodynamique. Nous avons
étudié les propriétés mathématiques d’un modele PML 2D existant, puis calculé les coefficients
de réflexion discrets associés au modele. Le but de ce calcul était d’optimiser ’action de la
PML par une méthode de moindres carrés. Nous avons finalement abandonné cette approche
et nous avons présenté une alternative pour l'optimisation : la méthode C-PML, efficace et
simple a mettre en ceuvre. Cette méthode permet d’optimiser ’action de la PML, notamment
a incidence rasante.

Notre travail ouvre la voie a d’autres développements, aussi bien du point de vue théorique
que du point de vue pratique. Tout d’abord, nous pourrions essayer d’appliquer les techniques
utilisées au chapitre 4 pour analyser le comportement en temps de la solution de modeles PML.
Par ailleurs, il serait intéressant de coupler le modele PML 3D pour les équations de Maxwell
avec des conditions aux limites absorbantes. Il s’agirait, d’une part, de construire des CLA
adaptées au modele. D’autre part, il serait intéressant d’intégrer ces CLA dans le code PML
que nous avons développé et d’illustrer numériquement leur effet. Enfin, nous souhaiterions
étudier les propriétés mathématiques du modele C-PML que nous avons présenté au travers
de simulations numériques.
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