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3.3 Caractère bien posé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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5.2 Analyse du modèle par ondes planes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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8.5 Modèle discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
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8.6.4 Coefficients de réflexion pour une couche absorbante de longueur finie 161

4
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Introduction

Les problèmes de propagation d’ondes sont généralement posés en domaine non borné, ou
du moins très grand, par rapport à la zone d’étude. Afin de les étudier numériquement, il peut
être nécessaire de limiter artificiellement le domaine de calcul, la nécessité provenant du choix
qui a été fait pour la méthode numérique. Ainsi, on se contente de déterminer les champs
dans une région bornée, choisie en fonction du support des données. C’est une démarche
intéressante puisque l’on peut alors appliquer dans cette région des méthodes numériques
efficaces telles que des méthodes d’éléments finis. Cependant, la frontière non physique du
domaine ne doit pas parasiter les calculs en générant des réflexions à l’intérieur. Depuis le
début des années 70, cette question est au centre de nombreux travaux, et même si des progrès
considérables ont été réalisés durant les dix dernières années, beaucoup de questions restent à
traiter, aussi bien du point de vue théorique que du point de vue numérique. Afin de se rame-
ner à un problème posé en milieu borné, deux approches peuvent être privilégiées : appliquer
des conditions aux limites absorbantes ou bien utiliser des méthodes de couches absorbantes.

La première méthode consiste à imposer des conditions aux limites sur une frontière ar-
tificielle qui limite le domaine de calcul. L’idéal serait que ces conditions n’engendrent pas
de réflexion sur la frontière fictive. Dans ce cas, la condition aux limites que l’on impose
est appelée condition aux limites transparente (CLT). Cette condition est généralement glo-
bale en temps et en espace, ce qui la rend difficile à mettre en œuvre numériquement (la
durée des calculs et le stockage en mémoire peuvent être très élevés, voire prohibitifs). C’est
pour cette raison, qu’en pratique, on choisit d’approcher cette condition par des conditions
aux limites locales en temps et en espace : on parle de conditions aux limites artificielles
ou absorbantes (CLA). Ces conditions s’expriment comme des équations aux dérivées par-
tielles posées sur la frontière artificielle et sont censées minimiser les réflexions parasites que
la frontière artificielle engendre. Les premiers travaux ont été menés par Engquist et Majda
[52], [53] pour des problèmes de propagation d’ondes. Leur méthode permet, dans un pre-
mier temps, de construire la CLT, puis, l’opérateur obtenu n’étant pas local (il s’agit d’un
opérateur pseudo-différentiel), ils approchent la CLT par un opérateur différentiel, et donc
local. Plusieurs approximations ont été proposées, elles conduisent à différentes conditions
aux limites. Engquist et Majda définissent un ordre qui permet de classifier ces conditions
absorbantes. La précision des CLA (que l’on peut mesurer à l’aide d’une analyse par ondes
planes) augmente avec cet ordre ainsi qu’avec celui des opérateurs différentiels sur la frontière.
Il faut donc trouver un équilibre entre le coût numérique et la précision des calculs. De plus,
l’efficacité des conditions aux limites absorbantes dépend de la fréquence et de l’incidence de
l’onde qui atteint la frontière artificielle, quel que soit l’ordre de la condition. Par ailleurs, il
faut noter que l’utilisation de conditions d’ordre élevé peut conduire à certaines instabilités
[70]. On constate donc que si les méthodes de CLA sont très convaincantes, leur efficacité
dépend d’un grand nombre de paramètres qui sont difficiles à ajuster simultanément. De-
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puis les travaux initiaux d’Engquist et Majda, les méthodes de conditions absorbantes ont
été largement étudiées pour différents systèmes d’équations ; des améliorations, telles que le
traitement des coins ou la prise en compte de bords courbes, ont aussi été apportées. Pour
les ondes électromagnétiques, solutions des équations de Maxwell (cadre de notre travail), on
peut citer notamment [16], [75], [119], [56]. Pour une présentation exhaustive des conditions
aux limites absorbantes, nous renvoyons à [65] et [68].

Une seconde technique pour limiter le domaine de calcul consiste à utiliser des couches ab-
sorbantes. On entoure ce domaine d’un milieu fictif, la couche absorbante, dans lequel l’onde
est atténuée (absorbée) et on ne se préoccupe plus de la condition aux limites à imposer en
fin de couche. Les premiers modèles ont été introduits au début des années 70. Ils étaient
simples et reposaient sur l’introduction dans ces couches d’un modèle physique contenant un
coefficient d’absorption constant. Bien que plus simples à mettre en œuvre que les condi-
tions aux limites absorbantes, ces premiers modèles de couches ont été peu utilisés car ils
ont un inconvénient majeur : l’onde incidente voit un changement brutal entre le milieu de
propagation et la couche, ce qui entrâıne des réflexions parasites. Ainsi, au cours des années
80, les méthodes de couches ont été délaissées au profit des conditions aux limites absor-
bantes. En 1994, Bérenger [17] a introduit un nouveau concept de couches absorbantes pour
les ondes électromagnétiques : les couches absorbantes parfaitement adaptées ou PML pour la
terminologie anglaise Perfectly Matched Layers. L’originalité de son modèle est de ne générer
aucune réflexion parasite entre le milieu physique et la couche PML, quels que soient l’angle
d’incidence et la fréquence de l’onde propagée. Les travaux de Bérenger ont suscité beau-
coup d’intérêt dans la communauté scientifique. Ils ont, d’une part, effacé l’inconvénient des
modèles de couches classiques et, d’autre part, corrigé le principal défaut des conditions aux
limites absorbantes, dont l’efficacité n’est avérée qu’à incidence proche de la normale, pour
des fréquences élevées. La méthode des PML est simple à mettre en œuvre numériquement car
on intègre facilement le modèle dans un code de calcul existant et comprenant les équations
initiales. Par ailleurs, cette technique s’applique à un grand nombre de systèmes d’équations
issus de la physique, ce qui a conduit à une quantité de publications ces dix dernières années
(voir [74] pour une vue d’ensemble des résultats obtenus). Dans le cadre de notre travail,
on peut citer, entre autres, [115], [2], [42], [21] pour les équations de Maxwell et [113], [43],
[20], [85] pour les équations de l’élastodynamique. Pour d’autres types d’équations, on peut
également citer [72], [44], [128], [24], [73]...

Le développement d’un modèle PML peut être vu comme le plongement des équations
initiales à l’intérieur du milieu fictif avec passage continu du domaine réel au domaine arti-
ficiel. Comme l’ont montré Collino et Tsogka [43], la démarche originelle de Bérenger [17] se
généralise à un système hyperbolique du premier ordre :

∂tU +
n∑
i=1

Ai∂xiU = 0, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, t > 0 (1)

U(x, 0) = U0(x), x ∈ Rn; (2)

où U est un vecteur de Rd ; A1, . . . , An, B des matrices de Md(R) et U0(x) = 0 pour x1 < 0.
Pour construire le modèle PML dans la direction x1, on introduit, d’une part, une fonction
d’amortissement σ, dépendant uniquement de x1 :

σ = σ(x1) ≥ 0, σ(x1) = 0 pour x1 < 0 ;
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d’autre part, on décompose U sous la forme :

U = U1 + U2 ;

on considère alors le système :
∂tU1 + σU1 +A1∂x1(U

1 + U2) = 0,

∂tU2 +
n∑
i=2
Ai∂xi(U

1 + U2) = 0.
(3)

On impose par ailleurs la condition de raccord sur la frontière artificielle {x1 = 0} :

U = U1 + U2 en x1 = 0.

En passant en fréquence, le système (3) s’écrit :
iωU1 + σU1 +A1∂x1(U

1 + U2) = 0,

iωU2 +
n∑
i=2
Ai∂xi(U

1 + U2) = 0;
(4)

ou encore :
iωU1 +

iω

iω + σ
A1∂x1U = 0,

iωU2 +
n∑
i=2
Ai∂xiU = 0.

(5)

Ainsi, le système (3) est obtenu à partir du problème (1) en changeant ∂x1 en :

∂x̃1 =
iω

iω + σ
∂x1,

ce qui revient à effectuer le changement de variable :

x̃1 = x1 − i

ω

∫ x1

0
σ(s) ds.

Grâce à une analyse par ondes planes, on démontre alors (voir [43]) que le système (3) est
un modèle PML dans la direction x1 : d’une part, ce modèle ne génère aucune réflexion à
l’interface {x1 = 0} et d’autre part, l’onde transmise décrôıt exponentiellement dans la couche
{x1 > 0}.
Mathématiquement, le modèle PML (3) est une perturbation d’ordre zéro d’une version
décomposée (splittée) de l’équation (1). Abarbanel et Gottlieb [1] ont observé que le modèle
introduit par Bérenger pour les équations de Maxwell est une perturbation d’un système fai-
blement hyperbolique. Cette remarque est valable plus généralement pour tous les modèles
PML de la forme (3). Cependant, ces modèles ont été utilisés sans poser de problème d’un
point de vue numérique. Cela provient du fait que la perturbation d’ordre zéro présente dans
le système PML ne conduit pas à un problème mal posé. Ce résultat a été démontré dans
[21] pour le modèle PML introduit par Bérenger. Il a ensuite été étendu (sous certaines
hypothèses) dans [20] au cadre plus général d’un système PML du type (3). Plusieurs au-
teurs [115], [135], [2], [108], [113] ont ensuite développé des modèles PML non splittés. L’idée
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consiste à reformuler le modèle PML en introduisant des inconnues auxiliaires plutôt que de
décomposer les champs. Le nouveau modèle PML apparâıt alors comme la perturbation d’un
système fortement hyperbolique.

L’analyse mathématique des modèles PML demeure une question délicate. En particulier,
parmi tous les travaux sur le sujet, on peut remarquer que très peu s’intéressent au caractère
bien posé des modèles. Pour le système des équations de Maxwell, nous citerons [1], [103],
[113], [21] et [98] qui sont, à notre connaissance, les seuls à avoir considéré cette question.
De plus, parmi ces travaux, seuls [103], [113], et [98] traitent le cas où le coefficient d’amor-
tissement σ est variable, alors que, comme nous le verrons plus loin, une telle variation est
nécessaire pour la mise en œuvre numérique. Analyser le caractère bien posé de ces modèles est
une étape importante puisqu’elle fournit des estimations a priori qui peuvent aider à prévoir
d’éventuelles instabilités numériques. Une autre notion importante est celle de la stabilité
en temps long de la solution. Celle-ci permet d’analyser le comportement en temps long des
solutions. Dans [3] et [23] sont décrits des phénomènes de croissance linéaire en temps qu’il
faut absolument éliminer pour garantir une bonne stabilité du schéma numérique. Notons que
le caractère bien posé et la stabilité sont des notions indépendantes l’une de l’autre. Dans [21]
et [74], les auteurs insistent sur cette distinction : le caractère bien posé d’un problème n’ex-
clut pas des solutions exponentiellement croissantes en temps. Un modèle PML pour lequel
existeraient de telles solutions n’est pas convenable d’un point de vue numérique. C’est pour
cela que l’on s’intéresse à la stabilité, qui exprime le fait que la solution du problème peut
être contrôlée en temps long. Dans le cas d’un modèle PML (3), l’analyse de la stabilité a été
menée dans [20], toujours dans le cas d’un coefficient d’absorption constant.

Description et plan du travail. Ce travail est consacré à l’étude mathématique de modèles
qui interviennent en géophysique. Plus précisément, nous nous intéressons à l’analyse de
modèles faisant intervenir des PML et/ou des CLA pour les équations de Maxwell d’une part
et de l’élastodynamique d’autre part. Un des objectifs de ce travail est d’explorer quelques
pistes qui, moyennant quelques adaptations, pourraient être utilisées pour développer une
analyse des modèles PML incluant le comportement en temps long de la solution. Le point
de départ de ce sujet est un article d’Abarbanel et Gottlieb [2] qui présente un modèle PML
pour les équations de Maxwell bidimensionnelles. C’est un modèle non splitté qui ressemble à
un système de Maxwell posé dans un matériau diélectrique dont la loi constitutive se simpli-
fie grâce à l’introduction d’inconnues auxiliaires. Ce modèle se prête aisément à une analyse
mathématique donnant l’existence et l’unicité de la solution dans le cadre de la théorie de
Hille-Yosida. On peut ainsi espérer obtenir des informations sur l’énergie de la solution en
temps long. Étant plus particulièrement intéressés par le cas tridimensionnel, nous avons
d’abord étudié un modèle absorbant du type de ceux considérés dans [8]. Le plan de ce
manuscrit est le suivant.

Dans les chapitres 1 et 2, nous donnons un certain nombre d’éléments qui sont utiles dans
la suite. Le chapitre 1 introduit le cadre fonctionnel ainsi que les résultats mathématiques que
nous utilisons tout au long du manuscrit. Le chapitre 2 présente les équations de Maxwell et
certaines notions de physique qui interviennent plus loin.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons aux équations de Maxwell posées dans un milieu
absorbant semi-infini. Tout d’abord, nous donnons une description rapide de ce type de milieu.
Ensuite, nous étudions les propriétés mathématiques du modèle considéré. Nous montrons que
le problème admet une unique solution dans un cadre hilbertien puis nous développons des
conditions aux limites absorbantes bien adaptées à ce modèle.
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Le chapitre 4 étudie l’effet du couplage du modèle présenté au chapitre 3 avec la condition
de Silver-Müller. Nous travaillons ici dans un domaine borné ; le contexte est donc différent
de celui du chapitre 3. Nous établissons, d’une part, l’existence et l’unicité de la solution et,
d’autre part, des résultats de stabilité en temps long. Nous montrons notamment un résultat
de stabilité exponentielle pour une énergie associée au modèle.

Dans le chapitre 5, nous présentons un modèle PML pour le système des équations de
Maxwell en trois dimensions. Il est obtenu à partir du système présenté au chapitre 3, mais
la formulation fait intervenir des opérateurs pseudo-différentiels. C’est un modèle non splitté
qui repose sur l’introduction de variables auxiliaires. Les coefficients d’absorption que nous
considérons sont variables, ce qui rend l’étude encore plus délicate. Dans un premier temps,
nous construisons ce modèle. Ensuite, nous montrons que le problème est bien posé, au sens
où nous établissons l’existence et l’unicité de la solution dans le cadre de la théorie de Hille-
Yosida. Nous montrons aussi que ce modèle est équivalent à celui présenté dans [115] (voir
aussi [135]). L’efficacité de ce modèle PML est illustrée par des simulations numériques au
chapitre 6.

Dans le chapitre 7, nous couplons les CLA et les PML sur un modèle PML existant pour
le système des équations de Maxwell en deux dimensions [2]. Nous développons des conditions
aux limites artificielles d’ordre un et deux. Après avoir construit ces conditions, nous étudions
le caractère bien posé des modèles couplés résultants. Enfin, nous mesurons l’impact des CLA
sur le comportement des champs dans la couche en procédant à un calcul de coefficient de
réflexion sur la frontière externe de la couche.

Le chapitre 8 est consacré à l’étude d’un modèle PML existant pour les équations de
l’élastodynamique [43]. La première partie concerne les aspects mathématiques : le caractère
bien posé du modèle et sa stabilité. Nous calculons ensuite les coefficients de réflexion associés
à ce modèle après discrétisation pour un schéma de différences finies d’ordre 2. Le but de ce
calcul est d’optimiser éventuellement l’action de la PML, en suivant ce qui a déjà été fait pour
le système de Maxwell [42]. Pour terminer, nous présentons une autre approche qui permet
d’optimiser l’action de la PML, notamment à incidente rasante. Il s’agit d’une méthode de
type Convolution-PML (C-PML), introduite par [114] pour les équations de Maxwell.
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Chapitre 1

Quelques outils mathématiques

1.1 Notations et espaces fonctionnels utilisés

Dans tout ce qui suit, nous notons (e1, . . . , en) la base canonique de Rn, x · y le produit
scalaire usuel de deux éléments x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) de Rn et || · || la norme
euclidienne associée. Les coordonnées dans la base canonique de vecteurs u de R2 et v de R3

sont notées :

u =

 ux
uy

 , v =


vx

vy

vz

 .
Par ailleurs, (·, ·) désigne le produit scalaire usuel de L2(Rn) et || · ||0 la norme associée. Nous
introduisons aussi l’espace produit suivant :

L2(R3) = L2(R3) × L2(R3) × L2(R3).

Nous utilisons, pour tout entier naturel s, l’espace de Sobolev Hs(Rn) [4] muni de sa norme
|| · ||s définie par :

∀u ∈ Hs(Rn), ||u||s =

 ∑
0≤|α|≤s

||Dαu||20

1/2

.

Nous rappelons maintenant la définition du rotationnel d’une distribution. On se place dans
Rn tout entier, cadre convenable pour notre travail. Tout d’abord, on définit l’opérateur
rotationnel d’un vecteur v de D ′(R3)3 par :

rot v =


∂yvz − ∂zvy

∂zvx − ∂xvz

∂xvy − ∂yvx

 .
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Pour des éléments φ de D ′(R2) et v de D ′(R2)2, cet opérateur est défini par :

rotφ =

 ∂yφ

−∂xφ

 ,
rot v = ∂xvy − ∂yvx.

On définit aussi la divergence d’un élément v = (v1, . . . , vn) de D ′(Rn)n par :

divv =
n∑
i=1

∂xivi.

Nous allons maintenant introduire les espaces fonctionnels que nous utilisons. Tout d’abord,
nous considérons l’espace H(rot,R3) défini par :

H(rot,R3) =
{
v ∈ L2(R3), rot v ∈ L2(R3)

}
,

espace de Hilbert pour sa norme naturelle :

||v||
H(rot,R3) =

(
||v||20 + ||rot v||20

)1/2
.

Nous disposons notamment du résultat de densité suivant [64].

Théorème 1.1.1 L’espace D(R3)3 est dense dans H(rot,R3).

Nous utilisons également l’espace de Sobolev W 1,∞(R) :

W 1,∞(R) =
{
u ∈ L∞(R), u′ ∈ L∞(R)

}
;

espace de Banach pour la norme :

u �→ ||u|| = max
(
||u||L∞(R), ||∂xu||L∞(R)

)
.

Enfin, si V désigne un espace de Banach et T un élément de R∗
+, on notera L2(0, T ;V ),

l’espace de Lebesgue des (classes de) fonctions f :

]0, T [→ V, t �→ f(t),

mesurables et qui vérifient :(∫ T

0
||f(t)||2V dt

)1/2

= ||f ||L2(0,T ;V ) <∞.

L’application f �→ ||f ||L2(0,T ;V ) est une norme sur L2(0, T ;V ). Muni de cette norme, l’espace
L2(0, T ;V ) est un espace de Banach.
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1.2 Systèmes hyperboliques à coefficients constants

Dans ce qui suit, nous sommes amenés à résoudre certains systèmes hyperboliques du
premier ordre à coefficients constants. Pour cela, nous utilisons des résultats classiques [85]
que nous rappelons ici. On considère un problème de Cauchy dans Rn de la forme :

∂tU +
n∑
i=1
Ai∂xiU +BU = 0, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, t > 0

U(x, 0) = U0(x), x ∈ Rn;

(1.1)

où U est un vecteur de Rd et A1, . . . , An, B des matrices de Md(R).

Définition 1.2.1 On dit que le problème de Cauchy (1.1) est faiblement (resp. fortement)
bien posé si, pour tout U0 dans l’espace de Sobolev Hs, s > 0 (resp. s = 0), ce problème
admet une unique solution U dans C0(R+, L

2) et si U(t) vérifie une estimation du type :

∀t > 0, ||U(., t)||0 ≤ C(t) ||U0||s.
Les résultats relatifs au problème (1.1) peuvent s’obtenir grâce à l’étude du cas où B = 0. En
notant (1.1)h ce système homogène, le problème (1.1) correspond à une perturbation d’ordre
zéro de (1.1)h. En associant au problème (1.1) la matrice symbole A(k) définie par :

∀k = (k1, . . . , kn) ∈ Rn, A(k) = k1A1 + . . . knAn;

nous allons maintenant rappeler les définitions d’hyperbolicité :

Définition 1.2.2 On dit que le système homogène (1.1)h est :
– hyperbolique si, pour tout k dans Rn, les valeurs propres de A(k) sont réelles ;
– fortement hyperbolique si de plus, pour tout k dans Rn, A(k) est diagonalisable (sinon,

il est faiblement hyperbolique) ;
– strictement hyperbolique si, pour tout k dans Rn, les valeurs propres de A(k) sont réelles

et distinctes.

Nous disposons alors des résultats suivants.

Théorème 1.2.3 Le système (1.1)h est bien posé si, et seulement si, il est hyperbolique.

Théorème 1.2.4 Si le système homogène (1.1)h est fortement hyperbolique, alors le problème
(1.1) est fortement bien posé et il existe des constantes strictement positives C et α telles que :

∀t > 0, ||U(., t)||0 ≤ Ceαt ||U0||0. (1.2)

Remarque 1.2.5 Si le système (1.1)h est seulement faiblement hyperbolique, le problème
(1.1) n’est pas forcément mal posé (mais il l’est pour certaines matrices B).

Comme le montre l’estimation (1.2), la notion de problème bien posé n’exclut pas des solutions
exponentiellement croissantes qui sont physiquement inacceptables. C’est pour cette raison
qu’il est utile de rappeler aussi la notion de stabilité suivante qui exprime que la solution du
problème (1.1) est contrôlée en temps long.
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Définition 1.2.6 On dit que le problème (1.1) est faiblement (resp. fortement) stable s’il
est faiblement (resp. fortement) bien posé et si la solution U(t) vérifie une estimation de la
forme :

∀t > 0, ||U(., t)||0 ≤ C(1 + t)s ||U0||s.
avec s > 0 (resp. s = 0).

Le caractère bien posé et la stabilité du problème de Cauchy (1.1) sont liés à l’analyse de
Fourier qui conduit notamment à rechercher des solutions particulières de (1.1) sous la forme :

U(x, t) = U(k)ei(ωt−k.x), k ∈ Rn

et par conséquent à l’étude de l’équation de dispersion :

det (A(k) + iB − ωI) = 0, (1.3)

que l’on considère comme une équation polynômiale en ω, k jouant le rôle d’un paramètre.
Si on note {ω(k)} l’ensemble des racines de (1.3), on a les résultats suivants.

Proposition 1.2.7 Le problème (1.1) est (fortement ou faiblement) bien posé si et seulement
si :

∀k ∈ Rn, Im ω(k) est minorée.

Proposition 1.2.8 On suppose que le problème (1.1) est bien posé. Alors, ce système est
stable si et seulement si :

∀k ∈ Rn, Im ω(k) ≥ 0.

Remarque 1.2.9 La théorie que nous venons de rappeler est utilisable uniquement dans
le cas de systèmes à coefficients constants. Nous examinerons plus loin certains systèmes à
coefficients variables et nous utiliserons alors une technique de résolution adaptée au modèle.

1.3 Théorème de Hille-Yosida

Nous rappelons ici le théorème de Hille-Yosida [28], outil très efficace pour résoudre les
équations d’évolution linéaires dans les espaces de Banach, et notamment les équations aux
dérivées partielles d’évolution. Nous nous plaçons dans le cadre hilbertien, suffisant pour
notre étude. On considère un espace de Hilbert réel V muni d’un produit scalaire (·, ·)V et un
opérateur A défini sur un sous-espace D(A) de V (D(A) est le domaine de A).

Définition 1.3.1 Un opérateur A : D(A) ⊂ V → V est dit :
– monotone si : ∀v ∈ D(A), (Av, v)V ≥ 0 ;
– maximal monotone si de plus, A+ I est surjectif de D(A) dans V .
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Théorème 1.3.2 (Hille-Yosida) Soit A un opérateur maximal monotone dans V .
Pour tout u0 dans D(A) et tout f dans C1 ([0, T ];V ), il existe une unique fonction

u ∈ C1 ([0, T ];V ) ∩ C0 ([0, T ];D(A))

vérifiant :
du
dt

+Au = f sur [0, T ],

u(0) = u0.

(1.4)

Grâce au théorème de Hille-Yosida, la résolution du problème d’évolution (1.4) se ramène à
prouver queA est maximal monotone, c’est-à-dire à étudier l’équation stationnaire u+Au = v.

1.4 Inverse explicite d’une matrice tridiagonale

Nous terminons cette partie en donnant un résultat d’algèbre que nous avons établi. Dans
notre travail, nous avons été conduits à rechercher l’inverse d’une matrice tridiagonale de la
forme :

A =



a1 b1 0 0

b1
. . . . . . . . .

0
. . . . . . . . . 0

. . . . . . bn−1

0 0 bn−1 an


, (1.5)

avec

∀k ∈ {1, . . . , n}, ak = −(bk + bk−1), (1.6)

et b0, bn quelconques.
À notre connaissance, il n’existe pas de formule générale donnant l’inverse explicite d’une
matrice tridiagonale quelconque

T =



a1 b1 0 0

c1
. . . . . . . . .

0
. . . . . . . . . 0

. . . . . . bn−1

0 0 cn−1 an


.

Cependant, si T est inversible, on sait ([58], [129]) que les coefficients de T−1 sont donnés par
l’algorithme :

(T−1)ij =


(−1)i+jbi . . . bj−1θi−1φj+1/θn si i ≤ j,

(−1)i+jbj . . . bi−1θj−1φi+1/θn si i > j,
(1.7)
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(le produit vide valant 1 par convention) où (θk) et (φk) sont définies par les relations de
récurrence :

θ0 = 1, θ1 = a1,

∀k ∈ {1, . . . , n− 1}, θk+1 = ak+1θk − bkckθk−1

(1.8)

et 
φn+1 = 1, φn = an,

∀k ∈ {1, . . . , n}, φk−1 = ak−1φk − bk−1ck−1φk+1.
(1.9)

Cette formule va nous permettre de donner de manière explicite l’inverse de la matrice A. Pour
cela, nous utilisons, pour tout k dans {1, . . . , n}, la k-ème fonction symétrique élémentaire

Σk(z1, . . . , zn)

d’un élément (z1, . . . , zn) de Cn :

∀k ∈ {1, . . . , n}, Σk(z1, . . . , zn) =
∑

1≤i1<···<ik≤n
zi1 . . . zik ;

en convenant que Σ0(z1, . . . , zn) = 1. Nous montrons alors la proposition suivante :

Proposition 1.4.1 Soit A la matrice définie par (1.5) et (1.6). Si A est inversible, la matrice
symétrique A−1 est donnée par :

(A−1)ij = −bi . . . bj−1
Σi−1(b0, . . . , bi−1)Σn−j(bj, . . . , bn)

Σn(b0, . . . , bn)
si i ≤ j.

Preuve D’après la formule (1.7), les coefficients de la matrice symétrique A−1 s’écrivent :

(A−1)ij = (−1)i+jbi . . . bj−1θi−1φj+1/θn si i ≤ j, (1.10)

avec 
θ0 = 1, θ1 = a1,

∀k ∈ {1, . . . , n− 1}, θk+1 = ak+1θk − b2kθk−1,
(1.11)

et 
φn+1 = 1, φn = an,

∀k ∈ {1, . . . , n}, φk−1 = ak−1φk − b2k−1φk+1.
(1.12)

Montrons alors par récurrence sur k que l’on a :

∀k ∈ {0, . . . , n}, θk = (−1)kΣk(b0, . . . , bk). (1.13)

La propriété (1.13) est vraie aux rangs 0 et 1 puisque :

θ0 = 1 et θ1 = a1 = −(b1 + b0) = −Σ1(b0, b1).
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Supposons maintenant que :

θk−1 = (−1)k−1Σk−1(b0, . . . , bk−1) et θk = (−1)kΣk(b0, . . . , bk). (1.14)

Grâce aux relations (1.6) et (1.11), nous avons alors :

θk+1 = (−1)k+1bk+1Σk(b0, . . . , bk) + (−1)k+1bkΣk(b0, . . . , bk)
+ (−1)kb2kΣk−1(b0, . . . , bk−1). (1.15)

Par ailleurs, on a, d’une part :

bk+1Σk(b0, . . . , bk) = Σk+1(b0, . . . , bk+1) − b0 . . . bk; (1.16)

et d’autre part :

bkΣk(b0, . . . , bk) = bk [bkΣk−1(b0, . . . , bk−1) + b0 . . . bk−1]

= b2kΣk−1(b0, . . . , bk−1) + b0 . . . bk. (1.17)

En injectant les relations (1.16) et (1.17) dans (1.15), on obtient :

θk+1 = (−1)k+1Σk+1(b0, . . . , bk+1);

c’est-à-dire l’égalité (1.13) est au rang k + 1.
Une récurrence analogue montre que (φk)0≤k≤n est donnée par :

∀k ∈ {0, . . . , n}, φk = (−1)n+1−kΣn+1−k(bk−1, . . . , bn). (1.18)

Les relations (1.10), (1.13) et (1.18) donnent alors l’inverse explicite de la matrice A :

∀i ≤ j, (A−1)ij = −bi . . . bj−1
Σi−1(b0, . . . , bi−1)Σn−j(bj, . . . , bn)

Σn(b0, . . . , bn)
,

ce qui termine la preuve de la proposition. �

Remarque 1.4.2 Si on remplace l’hypothèse (1.6) par :

∀k ∈ {1, . . . , n}, ak = bk + bk−1,

on montre alors que :

θk = Σk(b0, . . . , bk) et φk = Σn+1−k(bk−1, . . . , bn).

En utilisant (1.10), cela donne :

∀i ≤ j, (A−1)ij = (−1)i+jbi . . . bj−1
Σi−1(b0, . . . , bi−1)Σn−j(bj , . . . , bn)

Σn(b0, . . . , bn)
.

En particulier, si on prend bk = k +m (m ∈ N) pour tout k dans {0, . . . , n}, la proposition
précédente donne l’inverse explicite de la matrice Am définie par :

Am =



2m+ 1 m+ 1 0 0

m+ 1
. . . . . . . . .

0
. . . . . . . . . 0

. . . . . . m+ n− 1
0 0 m+ n− 1 2(m+ n) − 1


.
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1.5 Généralités sur les opérateurs pseudo-différentiels

Nous terminons ce chapitre en donnant quelques éléments de la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels que nous utilisons dans les chapitres suivants. On peut trouver ces résultats
dans [120] et [126].
Tout d’abord, si f̂ désigne la transformée de Fourier d’une fonction f de L1(Rn), nous
considérons la représentation intégrale de Fourier :

f(x) =
∫
f̂(ξ)eix·ξ dξ.

Nous avons alors la relation :

∀α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn, Dαf(x) = Dα

∫
f̂(ξ)eix·ξdξ =

∫
f̂(ξ)ξαeix·ξdξ,

avec Dα = Dα1
1 ...Dαn

n et Dj = 1
i
∂
∂xj

pour tout j dans {1, · · · , n}.
Ainsi, pour un opérateur différentiel linéaire p (x,D) =

∑
|α|≤k

aα(x)Dα, on a :

p(x,D)f(x) =
∫
f̂(ξ)p(x, ξ)eix·ξdξ (1.19)

où p (x, ξ) =
∑

|α|≤k
aα(x)ξα.

La fonction p = p (x, ξ) est généralement appelée série formelle de p (x, �D).
Pour définir un opérateur pseudo-différentiel, nous utilisons la représentation (1.19) en prenant
la fonction p (x, ξ) dans une classe plus générale que celle associée aux opérateurs différentiels.
La fonction p (x, ξ) est alors appelée symbole pour l’opérateur plutôt que série formelle. Cela
est dû au fait que, dans le cas général d’un opérateur pseudo-différentiel, cette fonction n’est
plus polynômiale. Nous définissons maintenant la classe Sm que nous utilisons dans la suite.

Définition 1.5.1 Le symbole p (x, ξ) appartient à la classe Sm, m ∈ R, s’il vérifie les pro-
priétés suivantes :

(i) si Ω un ouvert de Rn, alors p ∈ C∞(Ω × Rn) et pour tout compact K inclus dans Ω,
pour tous α, β ∈ Nn, il existe une constante CK,α,β telle que :

|Dβ
xD

α
ξ p(x, ξ)| ≤ CK,α,β(1 + |ξ|)m−|α|;

(ii) il existe des fonctions régulières pm−j(x, ξ) homogènes de degré m − j en ξ pour
|ξ| ≥ 1 :

pm−j(x, rξ) = rm−jpm−j(x, ξ), |ξ| ≥ 1, |r| ≥ 1,
telles que :

p(x, ξ) ∼
∑
j≥0

pm−j(x, ξ),

où ∼ signifie que :

p(x, ξ) −
N∑
j=0

pm−j(x, ξ) ∈ Sm−(N+1).
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Proposition 1.5.2 Soient p dans Sm et q dans Sl, avec (m, l) ∈ R2. Alors :

Dβ
xD

α
ξ p(x, ξ) ∈ Sm−|α| et p(x, ξ)q(x, ξ) ∈ Sm+l.

Si de plus, il existe une constante C > 0 telle que :

|p(x, ξ)−1| ≥ C(1 + |ξ|)m,
on dit que le symbole p est fortement elliptique et le symbole p(x, ξ)−1 existe avec p ∈ S−m.

Ainsi, si on dérive un symbole par rapport à la variable primale x, on ne change pas son degré
d’homogénéité et le symbole dérivé reste dans la même classe. Seule la dérivation par rapport
à la variable duale modifie le degré d’homogénéité.
Nous donnons maintenant la représentation intégrale d’un opérateur pseudo-différentiel. Si
p(x, ξ) désigne un élément de Sm, on peut définir un opérateur P en posant :

Pf =
∫
p (x, ξ)f̂(ξ)eix·ξdξ. (1.20)

L’opérateur P est alors un opérateur pseudo-différentiel et on dit que P appartient à OPSm.
Tout opérateur de OPSm vérifie la propriété (ii) de la définition 1.5.1. Ainsi, il admet un
développement asymptotique dans lequel chaque terme est un opérateur qui est repéré par
son ordre, comme conséquence du développement de son symbole en symboles homogènes.
Dans la suite, on adopte les notations suivantes. Si P est un opérateur de OPSm, σ(P ) désigne
son symbole, σP (P ) son symbole principal, c’est-à-dire le premier terme dans le développement
asymptotique de σ(P ) (le terme dont le degré d’homogénéité est le plus bas). La fonction σj(P )
représente le terme de Sj dans le développement asymptotique de σ(P ). Réciproquement, si
p(x, ξ) appartient à Sm, on note Op(p(x, ξ)) l’opérateur de OPSm dont le symbole est p(x, ξ).
Nous avons alors le résultat suivant :

Théorème 1.5.3 Soit Ω un ouvert de Rn, p dans Sm et P l’opérateur défini par (1.20).
Alors P est un opérateur continu :

P : C∞
0 (Ω) −→ C∞

0 (Ω).

De plus, P se prolonge en une application continue :

P : E ′(Ω) −→ D′(Ω).

Dans le cadre des espaces de Sobolev, ce théorème admet la généralisation suivante [126].

Théorème 1.5.4 Soit P un opérateur de OPSm. Pour tout réel s, l’application ϕ �→ Pϕ
peut se prolonger en une application linéaire de Hs(Ω) dans Hs−m

loc (Ω).

Nous terminons cette partie en donnant des règles de calcul utiles dans la suite (voir [126]).
La première de ces règles concerne la composition de deux opérateurs pseudo-différentiels.

Théorème 1.5.5 Soient P ∈ OPSm et Q ∈ OPS l, avec (m, l) ∈ R2. On note p(x, ξ) et
q(x, ξ) leurs symboles respectifs. On a alors :

σ(PQ) =
∑
α

1
α!
Dα
ξ p(x, ξ)∂

α
x q(x, ξ).
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Le théorème 1.5.5 montre notamment que σ(PQ) �= σ(QP ) en général. Ceci conduit à intro-
duire le commutateur [P,Q] = PQ−QP pour lequel on a le résultat suivant.

Théorème 1.5.6 Soient P ∈ OPSm, Q ∈ OPS l. L’opérateur [P,Q] appartient à OPSm+l−1

et son symbole principal est donné par le crochet de Poisson :

σP ([P,Q]) = {p, q} =
1
i

3∑
j=1

(
∂p

∂ξj

∂q

∂xj
− ∂p

∂xj

∂q

∂ξj

)
Enfin, grâce au théorème 1.5.5, on obtient le symbole de l’inverse d’un opérateur P de OPSm.

Théorème 1.5.7 Soit P ∈ OPSm de symbole principal pm ∈ Sm fortement elliptique et de
symbole p. Alors P est inversible d’inverse P−1 dans OPS−m. Le symbole principal de P−1

est donné par p−1
m et son symbole q est défini par :∑

α

1
α!
Dα
ξ p(x, ξ)∂

α
x q(x, ξ) = 1.

L’expression du symbole q s’obtient en appliquant la formule de composition du théorème 1.5.5
avec Q = P−1. En cherchant le symbole q sous forme d’un développement asymptotique :

q ∼
∑
j≥−m

qj(x, ξ),

on peut calculer chaque fonction homogène qj en identifiant les termes ayant le même degré
d’homogénéité. Ainsi, le symbole principal de P−1 est l’inverse du symbole principal de P .
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Chapitre 2

Les équations de Maxwell

2.1 Présentation des équations de Maxwell

Un champ électromagnétique dans un milieu parfait (i.e. linéaire, homogène et isotrope)
est décrit par les deux vecteurs [46] :

E(x, t) : champ électrique,
H(x, t) : champ magnétique ;

où x = (x, y, z) désigne la variable d’espace et t ≥ 0 désigne le temps.
Les variations en espace et en temps de ces vecteurs sont régies par les équations de Maxwell :

i) ε∂tE − rotH + j = 0,

ii) µ∂tH + rotE = 0,

iii) divE =
ρ

ε
,

iv) divH = 0;

(2.1)

où ρ est la densité de charge électrique et j le vecteur densité de courant. Dans un milieu
parfait, ε et µ sont des constantes ; elles désignent respectivement la permittivité diélectrique
et la perméabilité magnétique du milieu.
D’après (2.1), les densités ρ et j sont liées par la loi de conservation de la charge :

∂tρ+ div j = 0.

Il est possible de simplifier le système des équations de Maxwell (2.1) : en effet, si l’on suppose
que les deux dernières relations de (2.1) sont vérifiées à l’instant initial t = 0, on démontre
(voir [46]) qu’elles sont satisfaites pour tout t. Ainsi, l’évolution du champ électromagnétique
{E,H} est donnée par les deux équations vectorielles (2.1) i) et (2.1) ii).
Dans les chapitres suivants, nous nous intéresserons plus particulièrement aux équations de
Maxwell formulées en l’absence de charge et de courant (j = 0 et ρ = 0) :

ε∂tE − rotH = 0,

µ∂tH + rotE = 0.
(2.2)
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En particulier, dans le vide, nous avons :

ε = ε0 � 8, 85 10−12 F.m−1, µ = µ0 = 4π10−7 H.m−1;

ces deux constantes étant liées à la vitesse de la lumière c dans le vide par la relation :

ε0 µ0 c
2 = 1.

2.2 Lien avec l’équation des ondes

On suppose ici que j = 0 et ρ = 0 et on dérive (2.1) i) par rapport au temps. En utilisant
la formule :

rot rotE = ∇divE − ∆E;

on voit que E vérifie l’équation des ondes :

∂2
tE − v2∆E = 0,

où v = (εµ)−1/2 est la vitesse de propagation des ondes (vitesse de la lumière dans le milieu).
De même, en dérivant (2.1) ii) par rapport au temps, on montre que H est solution de
l’équation des ondes.

2.3 Résolution des équations de Maxwell par ondes planes

Il est bien connu (voir [95] par exemple) que le système des équations de Maxwell (2.2)
admet des solutions particulières de type ondes planes monochromatiques : E

H

 =

 E0

H0

 ei(ωt−k·x) (2.3)

si et seulement si k = t[kx, ky, kz] et ω vérifient la relation de dispersion :

k2
x + k2

y + k2
z =

ω2

c2
. (2.4)

Dans ce qui précède, la constante ω représente la pulsation du champ électromagnétique, k
est appelé le vecteur d’onde et indique la direction et le sens de propagation de l’onde ; enfin
les vecteurs constants E0 et H0 désignent les amplitudes des champs E et H. Ces amplitudes
sont liées puisqu’elles sont contraintes par les équations de Maxwell.
L’onde définie par (2.3) est dite plane car elle se propage dans une direction précise (donnée
par k) et monochromatique car elle possède une pulsation ω bien définie (le champ est une
fonction périodique simple du temps). Par ailleurs, la phase ϕ de cette onde est, par définition :

ϕ = ωt− k · x.
Notons que la relation de dispersion (2.4) donne la norme du vecteur d’onde k :

||k|| =
ω

c
= ω

√
εµ.

Nous ferons souvent appel à la résolution d’un problème par ondes planes, notamment pour
analyser le phénomène de réflexion sur une interface.
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2.4 Ondes transverses électriques et transverses magnétiques

Dans la suite, nous considérons uniquement des problèmes de nature “cylindrique” c’est-à-
dire que nous supposons que :

– le domaine de propagation est de la forme O × R, où O est un ouvert de R2,
– les sources sont indépendantes de z.

Dans ce cas, on montre que les solutions de (2.2) sont indépendantes de z ; ce système se
décompose alors en deux sous-systèmes d’équations :

ε0∂tEx − ∂yHz = 0,

ε0∂tEy + ∂xHz = 0,

µ0∂tHz + ∂xEy − ∂yEx = 0;

(2.5)

et : 
ε0∂tHx + ∂yEz = 0,

ε0∂tHy − ∂xEz = 0,

ε0∂tEz + ∂yEx − ∂xEy = 0.

(2.6)

Le système (2.5) est le système des ondes transverses électriques : le champ électrique reste
dans le plan 0xy orthogonal à la direction d’invariance 0z. De même, (2.6) est le système des
ondes transverses magnétiques (H reste dans le plan 0xy orthogonal à la direction 0z). On
parle de mode transverse électrique (TE) pour (2.5) et de mode transverse magnétique (TM)
pour (2.6). Les équations de Maxwell étant linéaires, le théorème de superposition s’applique :
tout champ électromagnétique est la somme d’un champ TE et d’un champ TM.
Plus généralement, l’onde est transverse électrique (respectivement transverse magnétique)
lorsque le champ E (respectivement H) est orthogonal à la direction de propagation. En
particulier, lorsque l’on considère une onde plane de la forme (2.3), on est en mode TE
lorsque k ·E = 0 et en mode TM lorsque k · H = 0.

2.5 Réflexion et transmission

Nous nous plaçons ici en l’absence de charge et de courant. Nous considérons deux milieux
parfaits définis par leur constante diélectrique ε1, ε2 et leur perméabilité µ1, µ2, en contact
suivant l’interface Γ = {(x, y, z) ∈ R3, x = 0}. Soit une onde plane et monochromatique de
vecteur d’onde ki qui se propage dans le milieu 1 et arrive sur l’interface Γ. Cette onde, dite
incidente, donne (en général) naissance à une onde plane réfléchie de vecteur d’onde kr, et à
une onde plane transmise (ou réfractée) de vecteur d’onde kt. Nous allons donner la relation
qui existe entre les ondes incidente, réfléchie et transmise. Pour cela, nous appliquons les
conditions de continuité appropriées [55] à ces trois ondes : les composantes tangentielles de
E et H par rapport à l’interface sont continues. Les champs électriques des ondes incidente,
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réfléchie et transmise sont :

Ei = E0e
i(ki.x−ωt),

Er = E0e
i(kr.x−ωt),

Et = E0e
i(kt.x−ωt).

Les équations de Maxwell donnent alors les champs magnétiques correspondants :

Hi =
1
ωµ1

ki ∧ E0e
i(ki.x−ωt),

Hr =
1
ωµ1

kr ∧ E0e
i(kr.x−ωt),

Ht =
1
ωµ1

kt ∧ E0e
i(kt.x−ωt).

Par définition, le coefficient de réflexion r est égal au rapport de l’amplitude de l’onde réfléchie
sur celle de l’onde incidente :

r =
||Er||
||Ei|| ;

le coefficient de transmission étant défini de manière analogue :

t =
||Et||
||Ei|| .

Les conditions de continuité doivent être satisfaites partout sur l’interface. Ainsi, il faut que
les champs aient la même périodicité le long de l’interface. Autrement dit, les facteurs de
phase ei(ωt−k·x) sont les mêmes pour les trois ondes en x = 0. Cette condition se traduit par
les égalités :

(ki)y = (kr)y = (kt)y et (ki)z = (kr)z = (kt)z. (2.7)

Si on choisit d’orienter les axes de coordonnées de manière à avoir (ki)z = 0 (ce qui est toujours
possible), on a alors (kr)z = (kt)z = 0 d’après (2.7). Cela signifie que les trois vecteurs d’ondes
ki, kr et kt sont dans le même plan {z = 0}. Ce plan, orthogonal à l’interface, est appelé
plan d’incidence. On définit alors θi, θr et θt, angles de droites, que font respectivement ki,
kr et kt avec e1 dans le plan d’incidence. Ce sont les angles d’incidence, de réflexion et de
transmission.
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Fig. 2.1 – onde incidente sur l’interface Γ

La première des relations de (2.7) s’écrit alors :

||ki|| sin θi = ||kr|| sin θr = ||kt|| sin θt. (2.8)

Mais, les relations de dispersion vérifiées par les vecteurs d’onde montrent que nous avons
d’une part :

||ki|| = ||kr|| (= ω
√
ε1µ1), (2.9)

et d’autre part :

||ki||√
ε1µ1

=
||kt||√
ε2µ2

(= ω). (2.10)

En injectant les égalités (2.9) et (2.10) dans (2.8), on obtient alors les relations :

sin θi = sin θr et
√
ε1µ1 sin θi =

√
ε2µ2 sin θt. (2.11)

La première de ces relations stipule que les angles d’incidence et de réflexion sont égaux, alors
que la deuxième relation est la loi classique de Snell-Descartes pour l’angle de transmission.
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Chapitre 3

Équations de Maxwell en milieu
absorbant semi-infini

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés mathématiques du système des
équations de Maxwell posé dans un milieu absorbant. Nous commençons par une rapide
description des milieux absorbants les plus standards. De manière plus générale que ce qui a
été présenté au chapitre 2, les équations de Maxwell s’écrivent :

∂tD − rotH + j = 0, (3.1)
∂tB + rotE = 0, (3.2)
D = εE, (3.3)
B = µH; (3.4)

où D et B désignent respectivement l’induction électrique et l’induction magnétique. Comme
dans le chapitre 2, E est le champ électrique, B le champ magnétique et j la densité de
courant. Les équations (3.1) et (3.2) sont plus fondamentales que les équations (3.3) et (3.4)
qui traduisent des propriétés de la matière. Nous avons vu au chapitre 2 que dans un milieu
parfait, ε et µ sont des constantes (égales à ε0 et µ0 dans le vide). Même si l’on envisage le cas
où ε et µ varient en fonction de la position, la loi de comportement linéaire décrite par (3.3)
et (3.4) n’est pas vérifiée par une classe importante de matériaux (le fer, par exemple). En
revanche, les équations (3.1) et (3.2) sont toujours valables. Par ailleurs, la densité de charge
électrique q est définie par :

q = divD;

elle est reliée à la densité de courant par la loi de conservation de la charge :

∂tq + div j = 0.

La force f exercée sur une charge ponctuelle q se déplaçant à la vitesse v est donnée par :

f = q(E + v ∧ B).

L’énergie électromagnétique W est, quant à elle, définie dans tout l’espace par :

W(t) =
∫

R3

(E(x, t) ·D(x, t) + H(x, t) ·B(x, t)) dx.
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Dans le cas particulier d’un corps conducteur, le champ électrique E est proportionel à la
densité de courant en suivant la loi d’Ohm :

j = σE,

où σ représente la conductivité. C’est une quantité positive, nulle dans les isolants comme
le vide ou l’air, par exemple. Dans le cas d’un diélectrique isotrope et homogène, le milieu
acquiert, sous l’action d’un champ électrique, une polarisation P qui représente le moment
magnétique par unité de volume. L’induction électrique est alors plutôt définie par :

D = ε0E + P;

la polarisation étant nulle dans le vide. Le vecteur polarisation P n’est pas indépendant du
champ E à l’intérieur du milieu. Dans de très nombreux matériaux (linéaires et isotropes),
l’expérience montre que P est colinéaire et proportionnel à E. Nous introduisons alors les
paramètres χ et χr qui désignent respectivement les susceptibilités absolue et relative du
milieu et nous avons :

P = χE avec χ = ε0χr.

En identifiant les deux expressions de D, on obtient :

ε = ε0εr avec εr = 1 + χr;

et εr est appelée la permittivité relative du milieu tandis que ε est la permittivité absolue.
Dans le cas d’un milieu anisotrope linéaire, on suppose qu’il existe une matrice symétrique

réelle [ε], appelée tenseur de permittivité électrique, telle que :

D = ε0[ε]E.

La matrice [ε] est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable. Quitte à nous placer dans
une base de vecteurs propres du milieu, nous pouvons donc supposer que [ε] est diagonal et
nous avons alors :

D = ε0

 εx 0 0
0 εy 0
0 0 εz

E.
Le cas où [ε] est à coefficients complexes correspond à un milieu anisotrope circulaire. La
matrice [ε] est alors hermitienne.

En perturbant l’expresssion de [ε] et [µ] par des termes plus ou moins complexes, on peut
prendre en compte, dans la loi constitutive, de la bianosotropie, de la symétrie chirale ou
des effets de mémoire. Cela se traduit par une dépendance en temps des coefficients de [ε]
et [µ], et par la présence d’un opérateur de convolution (qui rend compte de certains effets
de mémoire). Dans [25], il est prouvé que si le matériau est périodique et bianisotrope avec
effets de mémoire, la loi constitutive fait aussi intervenir un opérateur de Hilbert-Schmidt plus
complexe qu’un opérateur de convolution. D’après [25], les inductions électrique et magnétique
sont reliées au champ électromagnétique par les relations :

D = [ε] ∗E, B = [µ] ∗ H;
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où ∗ désigne le produit de convolution en temps. Les tenseurs [ε] et [µ] ont la forme :

[ε] = ε0 [εr] δ [1] + [σ]Y + [νE], (3.5)

[µ] = µ0 [µr] δ [1] + [τ ]Y + [νH]; (3.6)

où [σ] désigne le tenseur de conductivité électrique et [νH] la susceptibilité magnétique. Les
tenseurs [τ ] et [νE] sont introduits pour préserver la symétrie des équations de Maxwell, et
non pas pour des raisons liées aux propriétés physiques des matériaux considérés dans [25].
Enfin, δ désigne la distribution de Dirac à l’origine et Y la fonction de Heaviside. Dans le cas
général d’un matériau chiral, les lois constitutives s’écrivent :

D = [ε1] ∗E + [µ1] ∗ H,

B = [ε2] ∗E + [µ2] ∗ H;
(3.7)

où les tenseurs [ε1], [ε2] s’écrivent sous la forme (3.5) et les tenseurs [µ1], [µ2] sous la forme
(3.6). Un travail plus ancient [8] concerne les propriétés absorbantes de matériaux bianiso-
tropes du type (3.7). Le cadre mathématique n’est pas le même que dans [25] où l’on développe
une analyse mathématique destinée à construire un modèle homogénéisé équivalent. Dans [8],
on ne considère que les propriétés physiques des matériaux, dans le but de mettre en évidence
leurs propriétés d’absorption et surtout de montrer qu’il est possible de construire de tels
matériaux dont les utilisations sont nombreuses et stratégiques.

Dans la suite, nous étudions un modèle appartenant à la catégorie des modèles bianiso-
tropes considérés dans [8]. Ces modèles sont plus simples que ceux étudiés dans [25] car les
lois constitutives décrivant D et B sont données par :

D = ε0(E + P), B = µ0(H + Q);

où les polarisations P et Q sont solutions des équations différentielles du second ordre en
temps suivantes :

ε0∂
2
t P = [p]E, µ0∂

2
t Q = [q]H;

[p] et [q] représentant des tenseurs de fonctions positives.
Après avoir présenté le modèle retenu ici, nous nous intéressons aux questions suivantes.

Tout d’abord, nous montrons que le problème étudié admet une unique solution dans un cadre
hilbertien. Ensuite, nous développons des conditions aux limites absorbantes bien adaptées
au modèle et susceptibles d’être intégrées facilement dans un code de calcul.
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3.2 Présentation du modèle étudié

Afin de préserver la structure du système des équations de Maxwell, nous introduisons les
vecteurs P et Q définis par :

ε0∂tP = [ν]E, µ0∂tQ = [η]H;

où les tenseurs [ν] et [η] sont tels que :

[p] = [ν]2, [q] = [η]2.

Le système des équations de Maxwell est ainsi couplé à deux équations différentielles d’ordre
un en temps et on se ramène au système suivant :

(P)


ε0∂tE − rotH + [σ]E + [ν]P = 0,
µ0∂tH + rotE + [τ ]H + [η]Q = 0,
ε0∂tP = [ν]E,
µ0∂tQ = [η]H.

3.3 Caractère bien posé

3.3.1 Introduction

Nous étudions maintenant le caractère bien posé du modèle (P). Quitte à effectuer les
changements de variables suivants :

t̃ = ct (avec c = (ε0µ0)−1/2),

Ẽ = E, H̃ =
√
µ0

ε0
H, P̃ = P, Q̃ =

√
µ0

ε0
Q,

[σ̃] =
√
µ0

ε0
[σ], [τ̃ ] =

√
ε0
µ0

[τ ], [ν̃] =
√
µ0

ε0
[ν], [η̃] =

√
ε0
µ0

[η],

nous supposons, sans perte de généralité, que ε0 = µ0 = 1. Ainsi, nous nous intéressons au
problème de Cauchy suivant :

(P1)



∂tE − rotH + [σ]E + [ν]P = 0 dans R3 × [0, T ], (3.8)
∂tH + rotE + [τ ]H + [η]Q = 0 dans R3 × [0, T ], (3.9)
∂tP− [ν]E = 0 dans R3 × [0, T ], (3.10)
∂tQ − [η]H = 0 dans R3 × [0, T ], (3.11)
E(x, 0) = E0(x), H(x, 0) = H0(x) dans R3,

P(x, 0) = P0(x), Q(x, 0) = Q0(x) dans R3.

Nous introduisons maintenant quelques notations. Afin d’alléger la rédaction, nous notons :

V = H(rot,R3), X = L2(R3) × L2(R3) × L2(R3) × L2(R3).

Afin de considérer le cas d’un matériau absorbant semi-infini, nous supposons que les tenseurs
de fonctions sont à support dans {x > 0}. Le demi-espace {x < 0} est ainsi supposé rempli
de vide. Nous introduisons alors des espaces de fonctions nulles dans le demi-espace {x < 0} :

W = {w ∈ L∞(R3), ∀x < 0, w ≡ 0},
W+ = {w ∈W,∀x > 0, w > 0};
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et on considère l’espace MW (respectivement MW+) des opérateurs diagonaux à coefficients
dans W (respectivement W+). Nous adoptons la notation :

∀ [σ] = diag(σx, σy, σz) ∈MW , ∀u = (ux, uy, uz) ∈ R3, [σ]u =

 σx uxσy uy
σz uz

 .
Enfin, pour un opérateur [σ] = diag(σx, σy, σz) de MW , nous notons :

|σ| = max
(||σx||∞, ||σy||∞, ||σz ||∞) .

3.3.2 Existence et unicité de la solution

Nous allons maintenant montrer que le problème (P1) est bien posé. Pour prouver ce
résultat, nous utilisons le théorème de Hille-Yosida. Nous montrons le résultat suivant.

Théorème 3.3.1 Soient (E0,H0,P0,Q0) dans D(A) := V × V × L2(R3) × L2(R3) ; [ν], [η]
dans MW et [σ], [τ ] dans MW+ . Le problème (P1) admet une unique solution

(E,H,P,Q) dans C1 ([0, T ],X) ∩ C0 ([0, T ],D(A)) .

De plus,

∀t > 0, ||E(., t),H(., t),P(., t),Q(., t)||0 ≤ ||E0,H0,P0,Q0||0. (3.12)

Preuve. 1) Montrons tout d’abord l’existence et l’unicité de (E,H,P,Q). On introduit pour
cela l’opérateur

A : D(A) = V × V × L2(R3) × L2(R3) → X = (L2(R3))4,

défini par :

A =


[σ] −rot [ν] 0
rot [τ ] 0 [η]
−[ν] 0 0 0

0 −[η] 0 0

 .
Le système formé par les équations (3.8), (3.9), (3.10) et (3.11) est alors équivalent à

d

dt


E(t)
H(t)
P(t)
Q(t)

+A


E(t)
H(t)
P(t)
Q(t)

 = 0. (3.13)

Nous allons montrer que l’opérateur A est maximal monotone et appliquer le théorème de
Hille-Yosida. Tout d’abord, il est clair que A est monotone grâce à la positivité de [σ] et [τ ] :

∀v = (v1,v2,v3,v4) ∈ D(A), (Av,v) = ([σ]v1,v1) + ([τ ]v2,v2) ≥ 0.

Afin d’établir la maximalité de A, considérons maintenant un élément u = (u1,u2,u3,u4) de
(L2(R3))4. On cherche v = (v1,v2,v3,v4) dans D(A) vérifiant

(A+ I)v = u, (3.14)
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c’est-à-dire :
(I + [σ])v1 − rotv2 + [ν]v3 = u1, (3.15)
rotv1 + (I + [τ ])v2 + [η]v4 = u2, (3.16)
v3 − [ν]v1 = u3, (3.17)
v4 − [η]v2 = u4. (3.18)

Les relations (3.17) et (3.18) permettent d’éliminer v3 et v4 du système. Le système précédent
devient alors :

(I + [σ] + [ν]2)v1 − rotv2 = u1 − [ν]u3,

(I + [τ ] + [η]2)v2 + rotv1 = u2 − [η]u4.
(3.19)

Notons maintenant ũ1 and ũ2 les fonctions définies par :

ũ1 = u1 − [ν]u3, ũ2 = u2 − [η]u4;

ũ1 et ũ2 appartiennent à L2(R3) puisque [ν] et [η] sont dans MW .
Par ailleurs, l’opérateur

(
I + [τ ] + [η]2

)
est inversible puisque [τ ] appartient à MW+ et que :

I + [τ ] + [η]2 = diag
(
1 + τx + η2

x, 1 + τy + η2
y , 1 + τz + η2

z

)
.

On introduit alors l’opérateur B de MW+ défini par :

B =
(
I + [τ ] + [η]2

)−1 =


1

1 + τx + η2
x

0 0

0
1

1 + τy + η2
y

0

0 0
1

1 + τz + η2
z

 .

On peut éliminer v2 en utilisant la deuxième équation du système (3.19) :

v2 = B (ũ2 − rotv1) .

On cherche alors un couple (v1,v2) dans V 2 vérifiant :
(I + [σ] + [ν]2)v1 − rot (B (ũ2 − rotv1)) = ũ1, (3.20)

v2 = B (ũ2 − rotv1) . (3.21)

Le théorème de Lax-Milgram va permettre de résoudre le problème en v1 (3.20). Nous en
déduirons ensuite l’existence de v2 grâce à l’équation (3.21).
Soit a la forme bilinéaire définie sur V × V par

∀v1,w ∈ V, a(v1,w) = ([σ]v1,w) + ([ν]2v1,w) + (B rotv1, rotw) + (v1,w);

a est continue puisque

∀v1,w ∈ V, |a(v1,w)| ≤ (|σ| + |ν2| + |B| + 1
) ||v1||V ||w||V ,
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et coercive car

∀v1 ∈ V, a(v1,v1) = ([σ]v1,v1) + ([ν]2v1,v1) + (B rotv1, rotv1) + ||v1||20
≥ ||v1||20 +

1
1 + |τ | + |η2| ||rotv1||20

≥ min
(

1,
1

1 + |τ | + |η2|
)
||v1||2V

≥ 1
1 + |τ | + |η2| ||v1||2V .

Par ailleurs, comme B ũ2 appartient à L2(R3), rot (B ũ2) est un élément de D′(R3)3 et se pro-
longe de manière unique en un élément de V ′ par densité de D(R3)3 dans V . Par conséquent,
la forme linéaire l définie sur V par

∀w ∈ V, l(w) = (ũ1,w) + 〈rot(Bũ2),w〉 ,
(où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entre V ′ et V ) est continue car

∀w ∈ V, |l(w)| ≤ (||ũ1||0 + ||rot(B ũ2)||V ′) ||w||V .
Le théorème de Lax-Milgram prouve alors qu’il existe un unique élément v1 dans V vérifiant :

∀w ∈ V, a(v1,w) = l(w),

i.e.

∀w ∈ V, ([σ]v1,w) + ([ν]2v1,w) + (Brotv1, rotw) + (v1,w) = (ũ1,w) + 〈rot(Bũ2),w〉 .
Au sens des distributions, on obtient donc :

[σ]v1 + [ν]2v1 + rot (Brotv1) − rot (Bũ2) + v1 = ũ1. (3.22)

Posons alors v2 := B (ũ2 − rotv1) ; v2 est un élément de L2(R3) et la relation (3.22) entrâıne

rotv2 = [σ]v1 + [ν]2v1 + v1 − ũ1 ∈ L2(R3),

ce qui montre que v2 appartient à V . Ainsi, le couple (v1,v2) ∈ V 2 est solution de (3.20),
(3.21). Maintenant, en posant :

v3 = [ν]v1 + u3, v4 = [η]v2 + u4;

le vecteur v = (v1,v2,v3,v4) ∈ D(A) est solution de (3.14) : A est maximal.
On déduit alors du théorème de Hille-Yosida que le système (P1) admet une unique solution
(E,H,P,Q) dans C4.

2) Nous allons maintenant établir l’estimation (3.12). La relation (3.13) s’écrit aussi :

dU
dt

+AU = 0; (3.23)

avec U = t[E,H,P,Q]. On multiplie alors (3.23) par U et on intègre sur R3 ; ce qui donne :

1
2
d

dt
||U(t)||20 = −(AU(t),U(t)) ≤ 0.
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Par conséquent, la fonction t→ ||U(t)||0 est décroissante ; on a donc :

∀t ≥ 0, ||U(t)|| = ||E(., t),H(., t),P(., t),Q(., t)||0 ≤ ||U(0)|| = ||E0,H0,P0,Q0||0. �

Le second point du théorème précédent montre que la fonctionnelle d’énergie W, définie par :

∀t ∈ R+, W(t) =
1
2

∫
R3

[
ε0
(|E(., t)|2 + |P(., t)|2)+ µ0

(|H(., t)|2 + |Q(., t)|2)] dx,
est décroissante. Il serait intéressant d’étudier son comportement de façon plus fine, globale-
ment ou localement dans le matériau absorbant. Le cas du vide est traité dans [117] et [131]
où l’on montre que l’énergie est localement exponentiellement décroissante. Nous reviendrons
sur cette question au chapitre suivant en apportant un élément de réponse dans le cas d’un
couplage avec la condition de Silver-Müller.

3.4 Conditions aux limites artificielles

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la construction de conditions aux limites
artificielles pour le système de Maxwell présenté dans ce chapitre. Ce système est une per-
turbation d’ordre 0 du système de Maxwell (d’ordre 1) posé dans le vide. Ainsi, on s’attend
à obtenir comme condition la plus simple la condition dite de Silver-Müller :√

ε0
µ0

(E ∧ n) ∧ n + H ∧ n = 0.

En effet, cette condition correspond à la partie principale de toutes les conditions transpa-
rentes que l’on peut associer au système des équations de Maxwell posé dans le vide. Dans un
premier temps, nous justifions cette conjecture. Ensuite, nous montrons que le développement
de conditions d’ordre plus élevé n’est pas facile et demeure une question ouverte.
Nous proposons de construire des conditions pour une frontière plane localisée en {x = 0}. Les
conditions artificielles s’obtiennent comme approximation d’une condition aux limites exacte
qui exprime la transmission parfaite d’une onde de {x < 0} dans {x > 0}. La condition exacte
est appelée condition aux limites transparente. Elle peut s’obtenir en transformant le système
en un système différentiel grâce à une transformée de Fourier-Laplace en (y, z) et t. Nous
notons désormais (Êx, Êy, Êz) le champ électrique résultant associé au champ magnétique
(Ĥx, Ĥy, Ĥz) ; ky, kz et ω les variables de Fourier associées respectivement à y, z et t. Nous
éliminons du système les transformées de P et Q définies respectivement par :

P̂ =
[ν]
iωε0

Ê, Q̂ =
[η]
iωµ0

Ĥ.

Nous obtenons alors le système :

iωε0αxÊx = ikyĤz − ikzĤy

iωε0αyÊy = ikzĤx − ∂xĤz

iωε0αzÊz = ∂xĤy − ikyĤx

iωµ0βxĤx = ikzÊy − ikyÊz

iωµ0βyĤy = ∂xÊz − ikzÊx

iωµ0βzĤz = ikyÊx − ∂xÊy
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avec :

∀j = x, y, z; αj = 1 +
σj
iωε0

− ν2
j

ω2ε20
et βj = 1 +

τj
iωµ0

− η2
j

ω2ε20
.

À l’aide des relations :

Êx =
kyĤz − kzĤy

ωε0αx
et Ĥx =

kzÊy − kyÊz
ωµ0βx

,

on élimine Êx et Ĥx du système précédent, ce qui permet de le transformer en un système
différentiel en x. Ainsi, si l’on note

Ê⊥ = (Êy, Êz) et Ĥ⊥ = (Ĥy, Ĥz),

le couple (Ê⊥, Ĥ⊥) est solution du système différentiel :

∂x

 Ê⊥

Ĥ⊥

 = M

 Ê⊥

Ĥ⊥

 ;

où M est la matrice de M4(C) donnée par :

M =
[

02 M12

M21 02

]
,

et M12, M21 sont les matrices de M2(C) suivantes :

M12 = δα


kykz

ω2

c2
αxβz − k2

y

k2
z −

ω2

c2
αxβy −kykz

 ,

M21 = δβ


−kykz k2

y −
ω2

c2
βxαz

ω2

c2
βxαy − k2

z kykz

 ;

avec

δα =
1

iωε0αx
, δβ =

1
iωµ0βx

, et c =
1√
ε0µ0

.

En remplaçant αj et βj (j = x, y, z) par 1, on retrouve les équations de Maxwell posées dans
le vide. Dans ce cas, on détermine (voir [16] ou [56]) une condition transparente sortante en
projetant le champ (Ê⊥, Ĥ⊥) sur le sous-espace propre associé à la valeur propre dont la
partie imaginaire est positive dans le cône de propagation.
À l’aide de Maple, nous calculons le polynôme caractéristique de M . Il s’écrit :

χM (X) = X4 +
ω2

c2 αxβx (αyβz + αzβy) − k2
y (βxαy + αxβy) − kz

2 (αxβz + βxαz)
αxβx

X2

+
1

αxβx

[
αyβyky

4 + αzβzkz
4 + (αyβz + αzβy)k2

yk
2
z −

ω2

c2
αyβy(αxβz + αzβx)k2

y

−ω
2

c2
αzβz(αxβy + αyβx)k2

z +
ω4

c4
αxαyαzβxβyβz

]
.
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L’expression de ce polynôme est assez compliquée. À l’aide de Maple, nous pouvons calculer
ses racines mais les expressions de ces valeurs propres sont très difficilement manipulables.
Pour s’en convaincre, on pourra consulter la partie 3.5 dans laquelle nous donnons ces va-
leurs propres. Cependant, dans le cas général, les racines de χM sont solutions d’une équation
bicarrée qui admet quatre racines complexes distinctes {±a,±b} (voir la partie 3.5). La ma-
trice M est donc diagonalisable. Nous supposons que a et b ont une partie imaginaire po-
sitive. Ces deux valeurs propres sont alors associées aux ondes sortantes (se propageant de
{x < 0} vers {x > 0}). Nous formons maintenant la matrice de passage P ∈ M4(S0) (d’in-
verse P−1 ∈ M4(S0)) de la base canonique à une base de vecteurs propres {ea, eb, e−a, e−b}.
La matrice P est le symbole d’un opérateur P de OPS0 et son inverse Q ∈ OPS0 a pour
symbole principal P−1. La condition transparente sortante, qui exprime la parfaite transmis-
sion de {x < 0} dans {x > 0}, est obtenue en imposant que les composantes rentrantes de
V⊥ = Q(E⊥,H⊥) soient nulles à l’interface {x = 0}. Cela revient à imposer, dans le domaine
de Fourier :

(V⊥)1 = 0 et (V⊥)2 = 0 en x = 0.

Autrement dit, cette condition transparente s’obtient en imposant qu’à l’interface {x = 0}, la
projection des champs électromagnétiques sur les sous-espaces propres E−a et E−b est nulle.
La base de vecteurs propres {ea, eb, e−a, e−b} exprime le symbole P de P. En général, inverser
P ne fait qu’exprimer le symbole principal de Q. En effet, pour déterminer le symbole de Q,
on utilise la règle de composition des opérateurs pseudo-différentiels (voir chapitre 1) qui per-
met d’obtenir Q grâce à un développement asymptotique de son symbole. Ainsi, on considère
une troncature du symbole de Q et la condition artificielle repose sur une approximation de
la condition transparente. Si l’on réfère aux calculs reportés dans la partie 3.5, on constate
que cette méthode s’avère difficile à mettre en pratique ici. C’est pour cette raison que nous
avons cherché à développer une autre idée.

Comme Q est explicité via son symbole, on peut aussi chercher à déterminer explicitement
les termes du développement asymptotique en identifiant les degrés d’homogénéité de chacun
des symboles (en utilisant le fait que les opérateurs considérés sont classiques). Nous allons
voir que cette approche, qui nécessite plus de calculs, a l’avantage de montrer rigoureusement
quel est le terme prépondérant dans la condition transparente. En particulier, on retrouve
directement la condition de Silver-Müller, qui est la condition la plus simple obtenue lorsque
[σ] = [τ ] = [η] = [ν] = 0. Afin de développer cette approche, nous introduisons la matrice M1

de M4(C) définie par :

M1 =

[
02

1
iωε0

M1
12

− 1
iωµ0

M1
12 02

]
,

où :

M1
12 =


kykz

ω2

c2
− k2

y

k2
z −

ω2

c2
−kykz

 .
Nous démontrons alors le résultat suivant.
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Proposition 3.4.1 La matrice M0 := M −M1 est à coefficients dans S0.

Preuve. Étant donné la structure des matrices M et M1, il suffit d’examiner les coefficients
de M0

12 := M12− 1
iωε0

M1
12. Tout d’abord, les coefficients diagonaux de cette matrice s’écrivent :

±kykz(δα − 1
iωε0

) = ±kykz
iωε0

(
1
αx

− 1
)
.

Or, nous avons :

1
αx

− 1 =
i
σx
ωε0

+
ν2
x

ω2ε20

1 − i
σx
ωε0

− ν2
x

ω2ε20

Dans l’écriture ci-dessus, le numérateur est un symbole de S−1 et le dénominateur est un sym-
bole de S0. Par conséquent, α−1

x −1 est un symbole de S−1, donc 1
iωε0

(α−1
x −1) est un élément

de S−2. Les coefficients diagonaux de M0
12 s’obtiennent en multipliant 1

iωε0
(α−1

x − 1) par kykz,
ils appartiennent donc à S0. Par ailleurs, les termes extra-diagonaux de M0

12 s’écrivent :

δα

(
ω2

c2
αxβz − k2

y

)
− 1
iωε0

(
ω2

c2
− k2

y

)
,

et

δα

(
k2
z −

ω2

c2
αxβy

)
− 1
iωε0

(
k2
z −

ω2

c2

)
.

Ces deux termes sont de la même forme, on peut donc se contenter d’étudier le premier, que
nous notons m12 :

m12 =
1

iωε0αx

(
ω2

c2
αxβz − k2

y

)
− 1
iωε0

(
ω2

c2
− k2

y

)
=

ω

iε0c2
(βz − 1) − 1

iωε0
k2
y

(
1
αx

− 1
)
.

On a vu que α−1
x − 1 appartient à S−1 donc 1

iωε0
k2
y(α−1

x − 1) est un élément de S0. De plus,

βz − 1 =
σz
iωε0

− ν2
z

ω2ε20
;

donc βz − 1 est dans S−1, ce qui entrâıne que ω
iε0c2

(βz − 1) (et donc m12) appartient à S0. �

La proposition 3.4.1 montre que la partie principale du système différentiel vérifié par t[Ê⊥, Ĥ⊥]
est représentée par la matrice M1. Cette matrice correspond également à la matrice obtenue
en appliquant la transformée de Fourier-Laplace au système de Maxwell posé dans le vide :
on retrouve le fait que le modèle absorbant considéré est une perturbation d’ordre zéro du
système de Maxwell puisque la matrice résiduelle M0 est à coefficients dans S0. Ainsi, cette
proposition laisse présager que les deux systèmes vont admettre la même CLA d’ordre le plus
bas (1/2 d’après [5]), à savoir la condition de Silver-Müller rappelée plus haut. Dans la suite,
nous justifions cette affirmation.
D’après [52], les CLA peuvent s’obtenir en découplant les champs tangentiels à Σ = {x = 0}
en une partie sortant dans Σ = {x > 0} et une partie entrant dans Σ = {x < 0}. Ce
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découplage est régi par un opérateur Π qui, le plus souvent, est pseudo-différentiel, global en
temps et en espace. Les CLA résultent alors de l’approximation de cet opérateur, cette ap-
proximation étant menée dans le but de rendre aisée et peu coûteuse l’intégration de la CLA
dans la méthode numérique. Afin de découpler les champs entrants et sortants, on projette la
solution le long des bicaractéristiques associées au système. Dans le cas simple du système de
Maxwell posé dans le vide [16], les projections sont caractérisées à partir des vecteurs propres
de M1. Dans notre cas, l’étude de la matrice est plus compliquée car M1 est perturbée par la
matrice M0 et nous avons déjà remarqué que le calcul direct des valeurs propres de M n’est
pas simple. Nous proposons, comme alternative, de commencer par diagonaliser M1. Comme
M1 est la partie principale du système complet, nous sommes sûrs d’obtenir en première
approximation de la condition transparente la condition la plus simple associée au système
complet. Nous établissons alors le résultat suivant.

Théorème 3.4.2 Il existe une matrice inversible P0 de M4(S0), d’inverse dans M4(S0),
telle que V̂ := P−1

0
t[Ê⊥, Ĥ⊥] est solution du système différentiel :

∂xV̂ = D1V̂ + R0V̂,

avec D1 ∈ diag4(S1) et R0 ∈ M4(S0).

Preuve. D’après [16], les valeurs propres de M1 sont les racines du polynôme :

χM1(λ) =
(
λ2 +

ω2

c2
− k2

y − k2
z

)2

.

La matrice M1 admet donc deux valeurs propres doubles de signe opposé. On souhaite ca-
ractériser la propagation au voisinage de {x = 0}, on ne considère donc que des fréquences
(ky, kz , ω) dans le cône de propagation :

ω2

c2
− k2

y − k2
z > 0.

Ainsi, les deux valeurs propres doubles propagatives λ+ et λ− sont données par :

λ+ = i

√
ω2

c2
− k2

y − k2
z et λ− = −λ+.

Les sous-espaces propres associés Eλ+ et Eλ− sont de dimension deux et on a Eλ+ = Vect{e+,1; e+,2}
et Eλ− = Vect{e−,1; e−,2}, avec :

e+,1 =


1

k2
z−ω2/c2

kykz

iωε0λ+

kykz

0

 , e+,2 =



0
iωµ0λ+

kykz

k2
y−ω2/c2

kykz

1

 ,

e−,1 =



0
iωµ0λ+

kykz

k2
y−ω2/c2

kykz

1

 , e−,2 =


1

k2
z−ω2/c2

kykz

− iωε0λ+

kykz

0

 .

40



Soit P0 ∈ M4(S0) la matrice de passage de la base canonique à la base de vecteurs propres,
on a :

P−1
0 M1 P0 = D1 = diag (λ+, λ+, λ−, λ−) ∈ M4(S1).

Posons maintenant V̂ := P−1
0

[
Ê⊥

Ĥ⊥

]
. Comme P0 ne dépend pas de x, nous pouvons écrire :

∂xV̂ = P−1
0 ∂x

[
Ê⊥

Ĥ⊥

]
;

d’où :

∂xV̂ = P−1
0 M1

[
Ê⊥

Ĥ⊥

]
+ P−1

0 M0

[
Ê⊥

Ĥ⊥

]
.

Ainsi, le champ V̂ est solution du système :

∂xV̂ = DV̂ + P−1
0 M0P0 V̂,

ce qui achève la preuve du théorème puisque D ∈ diag4(S1) et R0 := P−1
0 M0P0 ∈ M4(S0). �

Dans [16], on obtient un système découplé car la matrice M0 est nulle (donc R0 = 0). Dans
ce cas, si on note Π l’opérateur intégral de Fourier dont le symbole est donné par la matrice
P−1

0 , on obtient la condition exacte sortante en imposant que la projection de t[Ê⊥, Ĥ⊥] sur
le sous-espace propre associé à λ+ soit nulle. Pour le système complet (associé à M), cet ar-
gument ne va donner qu’une approximation de la condition exacte. En effet, pour obtenir une
condition exacte, nous devrions projeter sur les sous-espaces propres associés à M (comme
cela a été décrit au début de ce paragraphe). Cependant, la différence entre les deux conditions
est donnée par un opérateur d’ordre -1, on peut donc en déduire que la condition artificielle
la plus simple est la même pour le système principal (M1) et pour le système complet (M).

Théorème 3.4.3 La condition aux limites artificielle la plus simple associée au modèle ab-
sorbant (P) s’écrit :√

ε0
µ0

(E ∧ n) ∧ n + H ∧ n = 0 en x = 0,

où n désigne la normale unitaire sortante à {x = 0}, l’intérieur étant représenté par {x < 0}.

Preuve. Nous avons vu que cette condition s’obtient en imposant que la projection de
t[Ê⊥, Ĥ⊥] sur le sous-espace propre Eλ+ soit nulle. Notons R la matrice de ce projecteur
dans la base (e+,1, e+,2, e−,1; e−,2). On a :

R(e+,1) = e+,1, R(e+,2) = e+,2, R(e−,1) = R(e−,2) = 0,

c’est-à-dire :

RP0 = P0,+,
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où P0,+ est la matrice définie par :

P0,+ = [e+,1, e+,2,0,0].

On obtient donc :

R = P0,+P−1
0 =



1
2 0 − ikykz

2ε0ωλ+

ω2/c2−k2
y

2iε0ωλ+

0 1
2

k2
z−ω2/c2

2iε0ωλ+

ikykz
2ε0ωλ+

ikykz
2µ0ωλ+

k2
y−ω2/c2

2iµ0ωλ+

1
2 0

ω2/c2−k2
z

2iµ0ωλ+
− ikykz

2µ0ωλ+
0 1

2


.

Pour l’approximation, on fait tendre ω vers l’infini (on approche donc λ+ par iω/c dans R)
et la condition que nous recherchons s’écrit alors, dans le domaine de Fourier :

1
2 0 0 − 1

2ε0c

0 1
2

1
2ε0c

0

0 1
2µ0c

1
2 0

− 1
2µ0c

0 0 1
2




Êy

Êz

Ĥy

Ĥz

 = 0,

c’est-à-dire :√
ε0
µ0
Êy − Êz = 0 et

√
ε0
µ0
Êz + Êy = 0.

En appliquant une transformée de Fourier inverse aux relations précédentes, on retrouve bien
la condition de Silver-Müller. �

Afin d’obtenir des conditions d’ordre plus élevé, on peut penser à adopter la démarche
suivie dans [5]. Cette idée a été initialement utilisée dans [120] en vue d’étudier la propagation
des singularités pour des systèmes hyperboliques. Ensuite, dans [119], les auteurs ont montré
que cette approche est bien adaptée à la construction de conditions absorbantes pour le
système des équations de Maxwell dans le vide au voisinage d’une frontière courbe. Enfin,
cette idée a été reprise dans [5] pour développer des conditions de radiation d’ordre arbitraire
pour l’électromagnétisme. Notons D1 et R0 les opérateurs pseudo-différentiels de symboles
respectifs D1 ∈ M4(S1) et R0 = P−1

0 M0P0. Le champ de vecteurs V est alors solution de :

∂xV = D1V + R0V.

Nous introduisons maintenant une inconnue auxiliaire V1 liée au champ V par la relation
V1 = (I + K−1)V où I désigne l’identité et K−1 un opérateur pseudo-différentiel dont le
symbole K−1 est déterminé de sorte que V̂1 soit solution de :

∂xV̂1 = (D1 + M0)V̂1 + R−1V̂1;

avec M0 ∈ M4(S0) et R−1 ∈ M4(S−1).

Proposition 3.4.4 Il existe une matrice K−1 dans M4(S−1) telle que la matrice

M0 := K−1D1 −D1K−1 + P−1
0 M0P0

soit diagonale par blocs.
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Preuve. Notons (kij)1≤i,j≤4 les coefficients de la matrice K−1 que l’on recherche et (rij)1≤i,j≤4

les coefficients de R0 = P−1
0 M0P0. Comme

D1 = diag (λ+, λ+,−λ+,−λ+),

on a :

K−1D1 −D1K−1 =


0 0 −2λ+k13 −2λ+k14

0 0 −2λ+k23 −2λ+k24

2λ+k31 2λ+k32 0 0
2λ+k41 2λ+k42 0 0

 ,
d’où :

K−1D1 −D1K−1 + R0 =


r11 r12 r13 − 2λ+k13 r14 − 2λ+k14

r21 r22 r23 − 2λ+k23 r24 − 2λ+k24

r31 + 2λ+k31 r32 + 2λ+k32 r33 r34
r41 + 2λ+k41 r42 + 2λ+k42 r43 r44

 .
Ainsi, nous pouvons définir une matrice K−1 de M4(S−1) en posant :

k11 = k22 = k33 = k44 = 0, k12 = k21 = k34 = k43 = 0, (3.24)

k31 = − r31
2λ+

, k32 = − r32
2λ+

, k41 = − r41
2λ+

, k42 = − r42
2λ+

, (3.25)

k13 =
r13
2λ+

, k14 =
r14
2λ+

, k23 =
r23
2λ+

, k24 =
r24
2λ+

. (3.26)

La matrice K−1D1 −D1K−1 + R0 est alors diagonale par blocs puisque :

K−1D1 −D1K−1 + R0 =


r11 r12 0 0
r21 r22 0 0
0 0 r33 r34
0 0 r43 r44

 ,
ce qui termine la démonstration. �

Nous déterminons maintenant les coefficients de la matrice K−1 que nous venons de définir.

Proposition 3.4.5 Les coefficients de la matrice K−1 définie dans la proposition 3.4.4 sont
donnés par :

k11 = k22 = k33 = k44 = 0, k12 = k21 = k34 = k43 = 0,

k31 = −k24 = −ε0ω
2

4λ+

[
1

iωβx
(αyβx − 1) +

1
iωαx

(αxβy − 1)
]

k42 = −k13 =
µ0ω

2

4λ+

[
1

iωβx
(αzβx − 1) +

1
iωαx

(αxβz − 1)
]

k41 = k14 = − 1
4λ+

[
ω2

c2

(
αy + αz − 1

αx
− 1
βx

)
+ k2

y

(
1
αx

− αy

)
+ k2

z

(
1
αx

− αz

)]
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Preuve. À l’aide de Maple, nous calculons les coefficients de R0 dont nous avons besoin pour
définir K−1 :

r31 = r24 =
ε0ω

2

2

[
1

iωβx
(αyβx − 1) +

1
iωαx

(αxβy − 1)
]
,

r42 = r13 =
µ0ω

2

2

[
1

iωβx
(αzβx − 1) +

1
iωαx

(αxβz − 1)
]
,

r41 = −r14 =
1

2λ+

[
ω2

c2
(
αy + αz − αx

−1 − βx
−1
)

+ k2
y

(
αx

−1 − αy
)

+ k2
z

(
αx

−1 − αz
)]
,

r32 = −r23 =
1

2λ+

[
ω2

c2
(
βy + βz − αx

−1 − βx
−1
)

+ k2
y

(
βx

−1 − βy
)

+ k2
z

(
βx

−1 − βz
)]
.

Grâce à (3.24), (3.25) et (3.26), nous obtenons alors les coefficients de K−1 :

k11 = k22 = k33 = k44 = 0, k12 = k21 = k34 = k43 = 0,

k31 = −k24 = − r31
2λ+

= −ε0ω
2

4λ+

[
1

iωβx
(αyβx − 1) +

1
iωαx

(αxβy − 1)
]
,

k42 = −k13 = − r42
2λ+

=
µ0ω

2

4λ+

[
1

iωβx
(αzβx − 1) +

1
iωαx

(αxβz − 1)
]
,

k41 = k14 = − r41
2λ+

= − 1
4λ+

[
ω2

c2
(
αy + αz − αx

−1 − βx
−1
)

+ k2
y

(
αx

−1 − αy
)

+ k2
z

(
αx

−1 − αz
)]
. �

Nous déduisons de la proposition 3.4.4 le résultat suivant.

Proposition 3.4.6 Soit K−1 une matrice de M4(S−1) telle que K−1D1−D1K−1+P−1
0 M0P0

soit diagonale par blocs et K−1 l’opérateur de symbole K−1. Alors, il existe un opérateur R−1

de symbole R−1 ∈ M4(S−1) tel que V1 := (I + K−1)Vest solution du système :

∂xV1 = (D1 + D0)V1 + R−1V1;

où D0 est l’opérateur de symbole D0 = K−1D1 −D1K−1 + P−1
0 M0P0 ∈ M4(S0).

Preuve. Posons V1 := (I + K−1)V, on a :

∂xV1 = ∂xK−1V + (I + K−1)∂xV.

Comme ∂xV = D1V + R0V, cela entrâıne :

∂xV1 = ∂xK−1(I + K−1)−1V1 + (I + K−1)D1(I + K−1)−1V1 + (I + K−1)R0(I + K−1)−1V1.

L’opérateur K−1 appartient à OPS−1, donc ∂xK−1 est aussi un élément de OPS−1. Par
ailleurs, on a, pour tout opérateur P :

(I + K−1)P(I + K−1)−1 = P + [K−1,P] (I + K−1)−1,

où [K−1,P] désigne le commutateur K−1P−P K−1. Dans le cas général d’opérateurs scalaires, si
l’on note p l’ordre de P, ce commutateur est d’ordre p−2. Étant donné qu’il s’agit d’opérateurs
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matriciels, [K−1,P] est ici d’ordre p − 1 et admet pour symbole principal K−1P − PK−1, où
P désigne le symbole de P. On en déduit que :

∂xV1 = D1V1 +
{
[K−1,D1] (I + K−1)−1 + R0

}
V1

+
{ {

[K−1,R0] (I + K−1)−1 + ∂xK−1(I + K−1)−1
}}

V1.

L’opérateur entre accolades est d’ordre 0 et de symbole principal D0 = K−1D1−D1K−1 +R0.
De plus, l’opérateur entre doubles accolades est d’ordre -1, ce qui termine la preuve. �

La méthode que nous proposons ne conduit pas à la diagonalisation des termes d’ordre
supérieur. Nous n’obtenons qu’une forme diagonale par blocs car les valeurs propres de la
partie principale sont doubles. La décomposition du système à l’aide de matrices à coeffi-
cients homogènes transforme le système qui se comporte comme un système hyperbolique
(les valeurs propres sont multiples alors qu’il est strictement hyperbolique). Il serait donc
nécessaire d’adapter cette approche de façon à conserver le caractère strictement hyperbo-
lique du système.

Le fait de ne pas diagonaliser les termes d’ordre 0 rend difficile l’interprétation de l’opérateur
(I + K−1)Q. En effet, cet opérateur lie le champ électromagnétique à l’inconnue auxiliaire V1

qui est solution d’une équation de transport partiellement découplée. En imposant :(
(I + K−1)Q

(
Ê⊥, Ĥ⊥

))
1,2

= 0,

on obtient une condition d’ordre supérieur mais il est difficile de l’interpréter en terme de
projection. Afin de diagonaliser les temes d’ordre 0, il faudrait modifier la relation liant V̂1

à V̂. En effet, on ne peut pas rendre D0 diagonale puisque la matrice K−1D1 − D1K−1 est
anti-diagonale par blocs. Ainsi, D0 est diagonale si :

r12 = r21 = r34 = r43 = 0,

ce qui n’est pas le cas en général. On se retrouve confronté à un problème déjà rencontré pour
le système de Maxwell tridimensionnel écrit au voisinage d’une frontière courbe [119].
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3.5 Complément : valeurs propres de la matrice M

À l’aide de Maple, on obtient les quatre valeurs propres {±λ1,±λ2} de la matrice M , où
λ1 et λ2 sont données par :

λ1 =
1

2αxβx

√
2αxβx

[
k2
y (αxβy + αyβx) + k2

z (αxβz + αzβx) +
ω2

c2
αxβx (αyβz − αzβy) + a

]
,

λ2 =
1

2αxβx

√
2αxβx

[
k2
y (αxβy + αyβx) + k2

z (αxβz + αzβx) +
ω2

c2
αxβx (αyβz − αzβy) − a

]
;

avec :

a =
[
ky

4
(
α2
yβ

2
x + α2

xβ
2
y − 2αxβxαzβz

)
+ kz

4
(
α2
zβ

2
x + α2

xβ
2
z − 2αxβxαzβz

)
+ [2αxβy (αxβz − αzβx) + 2αzβx (αyβx − αxβy)] k2

yk
2
z

+2
ω2

c2
αxβx
(
αxαyβyβz + αyαzβxβy − α2

yβxβz − αxαzβ
2
y

)
k2
y

+2
ω2

c2
αxβx
(
αxαzβyβz + αyαzβxβz − αxαyβ

2
z − α2

zβxβy
)
k2
z

+
ω4

c4
α2
xβ

2
x

(
α2
yβ

2
z + α2

zβ
2
y − αyαzβyβz

) ]1/2
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Chapitre 4

Équations de Maxwell dans des
couches fortement absorbantes

Dans ce chapitre, nous étudions l’effet du couplage du système présenté au chapitre 3 avec
la condition de Silver-Müller. Le contexte est différent de celui du chapitre 3 puisque nous
travaillons ici dans un domaine borné. Dans un premier temps, nous montrons l’existence et
l’unicité de la solution dans un cadre hilbertien. Ensuite, nous étudions le comportement en
temps long de la solution. Enfin, nous démontrons, sous une hypothèse géométrique conve-
nable, la décroissance exponentielle en temps de la solution.

4.1 Caractère bien posé

On suppose que Ω est un polyèdre lipschitzien convexe borné de R3 dont la frontière Γ est
simplement connexe. Soit n le vecteur normal unitaire, défini en tout point de Γ et orienté vers
l’extérieur de Ω. Pour simplifier, nous supposons que ε0 = µ0 = 1 et nous nous intéressons au
problème suivant :

∂tE − rotH + [σ]E + [ν]P = 0 dans Ω×]0,∞[,
∂tH + rotE + [τ ]H + [η]Q = 0 dans Ω×]0,∞[,
∂tP − [ν]E = 0 dans Ω×]0,∞[,
∂tQ − [η]H = 0 dans Ω×]0,∞[,
E(x, 0) = E0(x), H(x, 0) = H0(x) dans Ω,
P(x, 0) = P0(x), Q(x, 0) = Q0(x) dans Ω,
(E ∧ n) ∧ n + H ∧ n = 0 sur Γ×]0,∞[.

(4.1)

Cette formulation a été justifiée au chapitre 3 dans lequel nous avons montré que la condition
de Silver-Müller, posée sur la frontière Γ, est une condition artificielle pour le modèle considéré.
Les espaces de Sobolev d’ordre s sont notés Hs(Ω) et Ht(Γ) et ils sont définis pour s et t dans
R. On peut consulter par exemple [64] pour plus de détails sur ces espaces. Nous introduisons
l’espace fonctionnel :

V = L2(Ω) × L2(Ω) × L2(Ω) × L2(Ω),

qui est un espace de Hilbert muni de la norme du graphe. On note L2(Ω) l’espace produit
L2(Ω)3 = L2(Ω)×L2(Ω)×L2(Ω) et dans tout ce chapitre, on utilise cette police de caractère
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pour désigner n’importe quel espace produit. Comme d’habitude, H(rot,Ω) désigne l’espace
des vecteurs u de L2(Ω) tels que rotu appartient à L2(Ω). Dans le cas d’un domaine régulier,
on montre dans [109] que les traces tangentielles γτ (u) = (u ∧ n)|Γ et (u ∧ n) ∧ n|Γ sont bien
définies pour tout u dans H(rot,Ω) et que l’on a :

(u ∧ n) ∧ n|Γ ∈ H− 1
2 (rotΓ,Γ), (u ∧ n)|Γ ∈ H− 1

2 (divΓ,Γ),

où

H− 1
2 (rotΓ,Γ) = {w ∈ H− 1

2 (Γ)3,w · n|Γ = 0, rotΓ w ∈ H− 1
2 (Γ)},

et

H− 1
2 (divΓ,Γ) = {w ∈ H− 1

2 (Γ)3,w · n|Γ = 0,divΓ w ∈ H− 1
2 (Γ)}.

L’opérateur rotΓ est défini comme la trace normale du rotationel et on construit la divergence
surfacique à l’aide de la formule :

divΓ w = rotΓ (n ∧ w).

Lorsque Ω est un polyèdre, la caractérisation des traces de H(rot,Ω) a été donnée dans [29, 122]
à partir de différentes formulations et récemment, les résultats de [109] ont été étendus à des
domaines lipschitziens. Nous renvoyons à [30] pour les démonstrations. Dans [31], on montre
aussi que, lorsque Γ est simplement connexe, on peut appliquer la décomposition de Hodge :

H− 1
2 (divΓ,Γ) = ∇Γ H(Γ) ⊕ rotΓH

1
2 (Γ),

H− 1
2 (rotΓ,Γ) = rotΓ H(Γ) ⊕∇ΓH

1
2 (Γ),

où H(Γ) = {φ ∈ H1(Γ), ∆Γφ ∈ H− 1
2 (Γ)}. Ainsi, si l’on considère un vecteur tangentiel u qui

appartient à H− 1
2 (divΓ,Γ) ∩H− 1

2 (rotΓ,Γ), il existe φ ∈ H(Γ) et ψ ∈ H 1
2 (Γ) tels que :

u = ∇Γφ+ rotΓψ

et comme rotΓu ∈ H− 1
2 (Γ), on a rotΓrotΓψ = ∆Γψ ∈ H− 1

2 (Γ). Comme l’application ∆Γ :
H1(Γ)/R −→ H−1(Γ) est un isomorphisme, on peut en déduire que ψ ∈ H1(Γ). Ainsi,
u = ∇Γφ+ rotΓψ appartient à L2(Γ) et nous avons donc établi le lemme suivant.

Lemme 4.1.1 Supposons que Γ est la frontière simplement connexe d’un domaine lipschit-
zien. Alors,

H− 1
2 (rotΓ,Γ) ∩H− 1

2 (divΓ,Γ) ⊂ L2(Γ). (4.2)

Nous reviendrons plus loin sur ce lemme qui peut-être optimisé en supposant que Γ est plus
régulière. En ce qui concerne les tenseurs [σ], [ν], [τ ] et [η], on suppose qu’ils vérifient les
propriétés suivantes. Soit Σ une surface telle que :

Ω = ω− ∪ Σ ∪ ω+,

où ω− et ω+ sont disjoints. On suppose alors que chacun des tenseurs ci-dessus est à support
dans ω+ et que la frontière externe de ω+ cöıncide avec Γ (voir figure 4.1). De plus, chacun
des coefficients des tenseurs est supposé dans L∞(ω+). Pour prouver que le problème (4.1)
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Fig. 4.1 – géométrie du domaine Ω

admet une unique solution, nous allons utiliser la théorie de Hille-Yosida. Pour cela, nous
introduisons l’opérateur A défini par :

A =


[σ] −rot [ν] 0
rot [τ ] 0 [η]
−[ν] 0 0 0

0 −[η] 0 0

 ,
ce qui permet d’écrire le problème posé dans Ω×]0,∞[ sous la forme :

dU

dt
+AU = 0,

avec U = t[E,H,P,Q]. On suppose que les coefficients des tenseurs [σ], [τ ], [ν] et [η] appar-
tiennent à L∞(Ω) et que les coefficients de [σ] et [τ ] sont positifs.
Soit D(A) le sous-espace de V définissant le domaine de A. Alors,

D(A) = {v ∈ V, Av ∈ V, (v1 ∧ n) ∧ n + v2 ∧ n = 0 on Γ}.
D’après (4.2), on a :

D(A) =
{
v ∈ V; v1,v2 ∈ H(rot,Ω); (v1 ∧ n) ∧ n|Γ, (v2 ∧ n)|Γ ∈ L2(Γ)3;

(v1 ∧ n) ∧ n + v2 ∧ n = 0 on Γ
}
.

Nous obtenons alors le résultat suivant.

Proposition 4.1.2 L’opérateur A : D(A) ⊂ V → V est maximal monotone.

Preuve. Soit v dans D(A). On a :

(Av,v)V =
∫

Ω
([σ]v1 − rotv2 + [ν]v3).v1 dx +

∫
Ω
([τ ]v2 + rotv1 + [η]v4).v2 dx

−
∫

Ω
[ν]v1.v3 dx−

∫
Ω
[η]v2.v4 dx. (4.3)

Comme v1 et v2 appartiennent à H(rot,Ω) avec des traces tangentielles dans L2(Γ)3, on peut
transformer l’équation (4.3) grâce à la formule de Green en :

(Av,v)V =
∫

Ω
([σ]v1 · v1 + [τ ]v2 · v2) dx +

∫
Γ
(v2 ∧ n) · v1 dΓ.
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De plus, n∧v2 et n∧(v1∧n) sont liés sur Γ par la condition de Silver-Müller ce qui entrâıne :

∀v ∈ D(A), (Av,v)V =
∫

Ω
([σ]v1 · v1 + [τ ]v2 · v2) dx +

∫
Γ
|v2 ∧ n|2 dΓ.

Par conséquent, nous avons :

∀v ∈ D(A), (Av,v)V ≥ 0,

ce qui signifie que A est monotone.
La seconde partie de la preuve est consacrée à l’étude d’un problème aux limites, dans le but
de prouver que A est maximal. Considérons u dans V ; on cherche v dans D(A) vérifiant :

(IV +A)v = u, (4.4)

où IV représente l’identité dans V. En développant (4.4), on obtient :
(I + [σ])v1 − rotv2 + [ν]v3 = u1 dans Ω
rotv1 + (I + [τ ])v2 + [η]v4 = u2 dans Ω
v3 − [ν]v1 = u3 dans Ω
v4 − [η]v2 = u4 dans Ω
(v1 ∧ n) ∧ n + v2 ∧ n = 0 sur Γ.

(4.5)

Les deux dernières équations de (4.5) posées dans Ω permettent d’éliminer v3 et v4. Le
système (4.5) se transforme alors en un système couplé de deux inconnues :

(I + [σ] + [ν]2)v1 − rotv2 = u1 − [ν]u3 dans Ω
(I + [τ ] + [η]2)v2 + rotv1 = u2 − [η]u4 dans Ω
(v1 ∧ n) ∧ n + v2 ∧ n = 0 sur Γ.

(4.6)

Les matrices I + [σ] + [ν]2 et I + [τ ] + [η]2 sont inversibles car [σ] et [τ ] sont à coefficients
positifs. Par ailleurs, si l’on pose :

ũ1 = u1 − [ν]u3, ũ2 = u2 − [η]u4,

on montre facilement que ũ1 et ũ2 appartiennent à L2(Ω) car [ν] et [η] sont à coefficients
dans L∞(Ω). Il s’agit donc de trouver un couple (v1,v2) dans H(rot,Ω) × H(rot,Ω) tel que :

(I + [σ] + [ν]2)v1 − rotv2 = ũ1 dans Ω
(I + [τ ] + [η]2)v2 + rotv1 = ũ2 dans Ω
(v1 ∧ n) ∧ n + v2 ∧ n = 0 sur Γ

(4.7)

pour tout (ũ1, ũ2) donné dans L2(Ω) × L2(Ω).
En supposant que (4.7) admet une solution régulière, on peut écrire :

∀w ∈ H1(Ω)3,
∫

Ω
(I + [σ] + [ν]2)v1 · w dx−

∫
Ω

rotv2 · w dx =
∫

Ω
ũ1 · w dx.

On utilise la formule de Green pour transformer la seconde intégrale et on obtient ainsi :

∀w ∈ H1(Ω)3,
∫

Ω
(I + [σ] + [ν]2)v1 · w dx−

∫
Ω

v2 · rotw dx

−
∫

Γ
(w ∧ n) · v2 dΓ =

∫
Ω

ũ1 · w dx. (4.8)
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Ensuite, on peut éliminer v2 dans Ω en utilisant la seconde équation de (4.7) :

v2 = (I + [τ ] + [η]2)−1ũ2 − (I + [τ ] + [η]2)−1rotv1,

avec la condition :

v2 ∧ n = n ∧ (v1 ∧ n) sur Γ.

L’équation (4.8) devient alors une équation variationnelle avec v1 pour seule inconnue :∫
Ω
(I + [σ] + [ν]2)v1 · w dx +

∫
Ω
(I + [τ ] + [η]2)−1rotv1 · rotw dx

+
∫

Γ
(v1 ∧ n) · (w ∧ n) dΓ =

∫
Ω

ũ1 · w dx +
∫

Ω
(I + [τ ] + [η]2)−1ũ2 · rotw dx. (4.9)

Nous poursuivons en vérifiant que l’on est dans le cadre d’application du théorème de Lax-
Milgram. Soit a la forme bilinéaire sur W × W définie par :

a(v1,w) =
∫

Ω
(I + [σ] + [ν]2)v1 ·w dx +

∫
Ω
(I + [τ ] + [η]2)−1rotv1 · rotw dx

+
∫

Γ
(v1 ∧ n) · (w ∧ n) dΓ;

où

W = {v1 ∈ H(rot,Ω), v1 ∧ n|Γ ∈ L2(Γ)3}.
L’espace W est muni de la norme hilbertienne du graphe. On vérifie aisément que a est
continue et coercive sur W × W. De plus, la forme linéaire :

w ∈ W �−→
∫

Ω
ũ1 · w dx +

∫
Ω
(I + [τ ] + [η]2)−1ũ2 · rotw dx

est continue sur W. Par conséquent, grâce au théorème de Lax-Milgram, on peut affirmer
qu’il existe v1 dans W qui est l’unique solution du problème variationnel (4.9).
Ensuite, puisque D(Ω)3 ⊂ W, on a :

∀w ∈ D(Ω)3,
∫

Ω
(I + [σ] + [ν]2)v1 · w dx +

∫
Ω
(I + [τ ] + [η]2)−1rotv1 · rotw dx

=
∫

Ω
ũ1 · w dx +

∫
Ω
(I + [τ ] + [η]2)−1ũ2 · rotw dx.

On définit alors v2 par la relation :

v2 = (I + [τ ] + [η]2)−1(ũ2 − rotv1).

Le vecteur v2 appartient à L2(Ω) et :

∀w ∈ D(Ω)3,
∫

Ω
(I + [σ] + [ν]2)v1 · w dx −

∫
Ω

v2 · rotw dx =
∫

Ω
ũ1 ·w dx.

Après application de la formule de Green, cette relation devient :

(I + [σ] + [ν]2)v1 − rotv2 = ũ1 dans D′(Ω)3,
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ce qui montre que rotv2 appartient à L2(Ω)3. Cela implique que l’on peut définir la trace
v2 ∧ n dans H− 1

2 (div,Γ). En appliquant les mêmes arguments au vecteur w ∈ D(Ω)3, on
montre que :∫

Ω
(I + [σ] + [ν]2)v1 ·w dx −

∫
Ω

v2 · rotw dx +
∫

Γ
(v1 ∧ n) · (w ∧ n) dΓ =

∫
Ω

ũ1 ·w dx

ce qui entrâıne :

∀w ∈ H 1
2 (Γ)3, 〈(v1 ∧ n)) ∧ n + v2 ∧ n,w〉 = 0.

Ainsi, nous avons :

(v1 ∧ n) ∧ n + v2 ∧ n = 0 dans D′(Γ)3,

et

(v1 ∧ n) ∧ n ∈ H− 1
2 (div,Γ).

Finalement, (v1,v2) est solution du problème aux limites (4.7) et en posant :

v3 = [ν]v1 + u3 in Ω,
v4 = [η]v2 + u4 in Ω;

on reconstruit le champ v = (v1,v2,v3,v4) ∈ D(A) qui est solution de (4.5). En conclusion,
l’opérateur A est maximal sur V. �

Nous pouvons alors appliquer le théorème de Hille-Yosida. En effet, A étant maximal mo-
notone, il est générateur d’un semi-groupe continu de contraction noté {Z(t)}t>0 et on a
donc le résultat suivant.

Théorème 4.1.3 Pour tout (E0,H0,P0,Q0) dans D(A), le système (4.1) admet une unique
solution (E,H,P,Q) dans C0 ([0,∞[,D(A)) ∩ C1 ([0,∞[,V).

Le résultat précédent traite le cas de données initiales régulières dans D(A). On peut définir
une solution plus faible à partir de données initiales dans V, comme cela est précisé par
exemple dans [28]. C’est ce que l’on appelle une solution d’énergie finie qui est définie direc-
tement à partir du semi-groupe continu Z(t). Alors, pour (E0,H0,P0,Q0) dans V,

(E,H,P,Q) = Z(t) (E0,H0,P0,Q0),

(E,H,P,Q) ∈ V.

4.2 Comportement en temps long

4.2.1 Introduction

Dans cette partie, on s’intéresse au comportement en temps long du champ électromagné-
tique. Pour cela, nous allons considérer différentes énergies et analyser comment ces énergies
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évoluent au cours du temps. On commence par introduire la fonctionnelle E définie sur R+

par :

∀(E,H,P,Q) ∈ V, E(t) =
1
2

∫
Ω
(|E|2 + |H|2 + |P|2 + |Q|2) dx

def=
1
2
||(E,H,P,Q)||2

V
.

La fonction t �→ E(t) définit une énergie pour toute solution de (4.1) et on a le résultat suivant.

Proposition 4.2.1 Pour toute donnée initiale (E0,H0,P0,Q0) dans D(A), t �→ E(t) est
dérivable et si [σ] et [τ ] sont positifs, elle est décroissante.

Preuve. D’après le théorème 4.1.3, la solution de (4.1) appartient à C1 ([0,∞[,V) si les
données initiales sont dans D(A). Par conséquent, comme E1/2 est (au facteur 1/

√
2 près), la

norme de V, t �→ E(t) est dérivable et nous avons :

∀t > 0, E ′(t) =
∫

Ω
(∂tE · E + ∂tH ·H + ∂tP ·P + ∂tQ · Q) dx.

Ainsi, en utilisant les équations gouvernant (4.1), on obtient :

∀t > 0, E ′(t) = −
∫

Ω
([σ]E · E + [τ ]H ·H) dx −

∫
Γ
|E ∧ n|2 dΓ, (4.10)

qui est négatif si [σ] et [τ ] sont positifs. Ceci achève la preuve. �

Pour des données initiales plus régulières, on peut introduire d’autres fonctionnelles d’énergie.
Plus précisément, si les données initiales sont dans D(Ak) avec k ∈ N, on peut définir les
fonctionnelles :

∀(E,H,P,Q) ∈ D(Ak), Ek(t) =
1
2

∫
Ω
(|∂kt E|2 + |∂kt H|2 + |∂kt P|2 + |∂kt Q|2) dx

=
1
2
||(∂kt E, ∂kt H, ∂kt P, ∂kt Q)||2

V
.

En faisant exactement les mêmes calculs que ceux menés dans la preuve de la proposi-
tion 4.2.1, on démontre que ces applications sont aussi décroissantes. Plus précisément, si
(E0,H0,P0,Q0) ∈ D(Ak+1), avec k ≥ 1, l’application t→ Ek(t) est dérivable et on a :

∀t > 0, E ′
k(t) = −

∫
Ω
(∂kt [σ]E · ∂kt E + [τ ]∂kt H · ∂kt H) dx −

∫
Γ
|∂kt E ∧ n|2 dΓ. (4.11)

Nous poursuivons en cherchant à déterminer le comportement en temps long de ces fonction-
nelles. Pour le moment, nous pouvons seulement affirmer que ces fonctionnelles admettent
toutes une limite lorsque t tend vers +∞. En effet, chacune d’elles est positive et décroissante
(sous réserve de choisir de données assez régulières). Dans cette partie, nous cherchons à
déterminer ces limites. Pour les équations de Maxwell posées dans le vide, ce résultat est
connu [11]. Dans ce cas, le comportement en temps long de l’énergie dépend des données
initiales et de la géométrie du domaine considéré. En particulier, si les données sont à support
compact et si Ω est simplement connexe, le champ électromagnétique tend vers 0 lorsque t
tend vers +∞. Afin d’étudier les différentes fonctionnelles d’énergie, nous rassemblons, dans
le paragraphe suivant, des résultats qui nous sont utiles dans la suite.
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4.2.2 Résulats préliminaires

Nous avons rassemblé ci-dessous quelques résultats classiques d’analyse fonctionnelle que
nous utilisons pour étudier le comportement en temps long de l’énergie. Nous énonçons des
lemmes suivis de leur démonstration ou de la référence dans laquelle on peut trouver une
démonstration du résultat annoncé.

Lemme 4.2.2 Soit Ω un domaine de R3 composé de deux sous-domaines ω− et ω+ tels que
Ω = ω− ∪ Σ ∪ ω+ où ω− désigne le domaine intérieur de frontière Σ et ω+ représente le
domaine extérieur de frontière Σ ∪ Γ, avec Σ ∩ Γ = ∅. On a donc Γ = ∂Ω. Soit f ∈ H−1(Ω)
à support dans ω+. Soit ϕ ∈ H1

0 (Ω) solution du problème aux limites :

∆ϕ = f dans Ω.

Alors, il existe une constante C > 0 telle que :

‖∇ϕ‖L2(ω−) ≤ C‖∇ϕ‖L2(ω+).

Preuve. La fonction ϕ est solution d’un problème aux limites qui s’écrit de façon équivalente :

∆ϕ = 0 dans ω−, ∆ϕ = f dans ω+,

[ϕ] = 0 sur Σ = ∂ω− ∩ ∂ω+,

ϕ = 0 sur Γ,

où [ϕ] désigne le saut de ϕ à l’interface Σ. Plus précisément, si l’on note ϕ− la trace intérieure
(sur ∂ω−) de ϕ et ϕ+ sa trace extérieure, on a [ϕ] = ϕ− − ϕ+ en supposant que la normale
à Σ est orientée de ω− vers ω+. Comme ϕ appartient à H1

0 (Ω), ϕ− et ϕ+ sont dans H1/2(Σ).
Soit R l’opérateur de relèvement défini par :

R : ϕ ∈ H1/2(Σ) �→ q = R(ϕ) ∈ H1(ω−),

où q est tel que q|Σ = ϕ. L’opérateur R est continu [28]. Posons maintenant φ := q − p|ω− .
Par construction, φ appartient à H1

0 (ω−) et on a aussi :

∆φ = ∆q dans ω−,

avec ∆q ∈ H−1(ω−). À l’aide de la formule de Green avec φ pour fonction-test, on en déduit
que :

‖∇φ‖L2(ω−) ≤ ‖∆q‖H−1(ω−). (4.12)

De plus, on a :

‖∇ϕ‖L2(ω−) ≤ ‖∇q‖L2(ω−) + ‖∇φ‖L2(ω−). (4.13)

Le premier terme de l’inégalité (4.13) est majoré par C‖ϕ‖H1/2(Σ) comme conséquence de la
continuité de l’opérateur de relèvement. Pour majorer le second terme de (4.13), on utilise
tout d’abord (4.12), ce qui conduit à estimer ||∆q|||H−1(ω−). Par définition, nous avons :

‖∆q‖H−1(ω−) = inf
ψ∈H1

0 (ω−)
ψ �=0

| < ∆q, ψ > |
‖∇ψ‖L2(ω−)

,
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on en déduit donc que :

‖∆q‖H−1(ω−) ≤ ‖∇q‖L2(ω−) ≤ C‖ϕ‖H1/2(Σ)

Par conséquent, il existe une constante C∗ positive telle que :

‖∇ϕ‖L2(ω−) ≤ C∗‖ϕ‖H1/2(Σ).

Par continuité de l’application trace dans H1(ω+), il existe C > 0 telle que :

‖ϕ‖H1/2(Σ) ≤ C‖ϕ‖H1(ω+),

et comme ϕ|Σ = 0, ϕ vérifie l’inégalité de Poincaré dans ω+ :

‖ϕ‖L2(ω+) ≤ C‖∇ϕ‖L2(ω+).

En effet, si cela n’était pas le cas, il existerait une suite (ϕk)k bornée dans H1(ω+) telle que :

ϕk = 0 sur Γ et |ϕk|L2(ω+) > k|∇ϕk|L2(ω+).

Quitte à diviser par ‖ϕk‖L2(ω+) (qui est non nul par hypothèse), on peut supposer que
‖ϕk‖L2(ω+) = 1. En faisant tendre k vers +∞, on obtient :

lim
k→+∞

‖∇ϕk‖L2(ω+) = 0.

Comme (ϕk)k converge faiblement vers ϕ dans H1(ω+) (quitte à extraire une sous-suite),
l’injection compacte de H1(ω+) dans L2(ω+) implique :

ϕk →
k→+∞

ϕ dans L2(ω+) fort.

On en déduit que nécessairement ∇ϕ = 0 dans Ω. L’état limite ϕ est donc constant dans
ω+ (supposé connexe) ce qui contredit le fait que pk = 0 sur Γ car (ϕk)k converge fortement
vers ϕ = constante dans H1(ω+), ce qui assure la convergence de la trace de ϕk vers la trace
de ϕ par continuité de l’application trace de H1(ω+). On a donc ϕ|Γ = 0, ce qui impose
ϕ = constante = 0 dans ω+ et contredit donc le fait que ‖ϕk‖2(ω+) = 1.
En conclusion,

‖∇ϕ‖L2(ω−) ≤ C‖∇ϕ‖L2(ω+),

ce qui achève la preuve du lemme 4.2.2. �

Lemme 4.2.3 Soit Ω un ouvert régulier de frontière Γ. On a le résultat de régularité suivant :

{u ∈ L2(Ω), divu ∈ L2(Ω), rotu ∈ L2(Ω), u ∧ n|Γ ∈ H1/2(Γ)} = H1(Ω).

Ce résultat est classique, on trouve une démonstration dans [47]. Nous insistons toutefois sur
le fait que l’ouvert Ω doit être régulier. Par exemple, supposer Ω lipschitzien ne suffit pas.

Lemme 4.2.4 Soit Ω un ouvert de R3 de frontière Γ lipschitzienne. Alors il existe une
constante C > 0 ne dépendant que de Ω telle que :

∀u ∈ H(div,Ω), ‖u.n‖H−1/2(Γ) ≤ C‖u‖H(div,Ω),

où :

‖u‖H(div,Ω) = (‖u‖2
L2(Ω) + ‖divu‖2

L2(Ω))
1/2.

Ce résultat est une conséquence immédiate de la continuité de l’application trace surH(div,Ω).
Nous renvoyons par exemple à [47].
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4.2.3 Analyse en temps long

Nous avons vu que les énergies Ek sont des fonctions décroissantes du temps. Ces énergies
sont toutes définies comme la norme de la dérivée en temps d’ordre k du champ (E,H,P,Q).
Par conséquent, étudier les énergies revient à analyser le comportement en temps long de la
solution. Nous commençons par établir des résultats de décroissance localisés dans la couche
absorbante ω+.

Proposition 4.2.5 Soit (E0,H0,P0,Q0) ∈ D(A2). Alors :

lim
t→∞ ||[σ]E||

L2(ω+) = lim
t→∞ ||[τ ]H||

L2(ω+) = 0,

lim
t→∞ ||E ∧ n||

L2(Γ) = lim
t→∞ ||H ∧ n||

L2(Γ) = 0.

Preuve. Pour des données initiales dans D(A), nous avons vu que l’énergie E est dérivable
avec :

∀t ≥ 0, E ′(t) = −([σ]E,E) − ([τ ]H,H) − ‖E ∧ n‖2
L2(Γ),

où (·, ·) désigne le produit scalaire usuel de L2(Ω). On a donc :

([σ]E,E) ≤ −E ′(t). (4.14)

Or, comme [σ] est borné, il existe une constante C > 0 telle que :

‖[σ]E‖2
L2(ω+) ≤ C([σ]E,E).

L’inégalité (4.14) entrâıne alors :

‖[σ]E‖2
L2(ω+) ≤ −CE ′(t). (4.15)

Ayant supposé que les données initiales sont dansD(A2), l’énergie d’ordre 1 est aussi dérivable
et on a :

∀t ≥ 0, E ′
1(t) = −([σ]∂tE, ∂tE) − ([τ ]∂tH, ∂tH) − ‖∂tE ∧ n‖2

L2(Γ).

En appliquant le raisonnement ci-dessus à E1, on obtient de la même façon :

‖[σ]∂tE‖2
L2(ω+) ≤ −CE ′

1(t). (4.16)

Fixons alors T > 0. On a, pour tout t > T ,

(t− T )‖[σ]E‖2
L2(ω+) =

∫ t

T

d

ds

(
(s− T )‖[σ]E‖2

L2(ω+)

)
ds.

En développant, il vient :

(t− T )‖[σ]E‖2
L2(ω+) =

∫ t

T
‖[σ]E‖2

L2(ω+)ds+ 2
∫ t

T
(s − T )([σ]E, [σ]∂tE)ds.

Grâce à (4.15), on a donc :

(t− T )‖[σ]E‖2
L2(ω+) ≤ C(E(T ) − E(t)) + 2(t− T )

∫ t

T
([σ]E, [σ]∂tE)ds.
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Par ailleurs, l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les estimations (4.15) et (4.16) entrâınent :

2([σ]E, [σ]∂tE) ≤ 2‖[σ]E‖L2(ω+)‖[σ]∂tE‖L2(ω+) ≤ ‖[σ]E‖2
L2(ω+) + ‖[σ]∂E‖2

L2(ω+)

≤ −C (E ′(t) + E ′
1(t)
)
,

d’où :

(t− T )‖[σ]E‖2
L2(ω+) ≤ C {(1 + t− T )(E(T ) − E(t)) + (t− T )(E1(T ) − E1(t))} .

Par conséquent, pour tout t > T + 1 :

‖[σ]E‖2
L2(ω+) ≤ C{2(E(T ) − E(t)) + (E1(T ) − E1(t))}. (4.17)

Nous avons vu plus haut que les fonctions E et E1 admettent une limite lorsque t tend vers
l’infini (elles sont décroissantes et positives). Par conséquent :

∀ε > 0, ∃T ∗ > 0, ∀s, t > T ∗, |E(s) − E(t)| ≤ ε

4C
et |E1(s) − E1(t)| ≤ ε

2C
,

où C est la constante apparaissant dans l’inégalité (4.17). Posons alors T = 1 + T ∗ ; on a
T > T ∗ et, si t > T + 1 alors t > T ∗, donc :

∀t > T + 1, ‖[σ]E‖2
L2(ω+) ≤ ε,

ce qui montre que ‖[σ]E‖L2(ω+) tend vers 0. On démontre les autres résultats exactement de
la même façon, ce qui justifie que nous ne développons pas les preuves. �

Si l’on suppose que [σ] et [τ ] sont à coefficients strictement positifs dans ω+, la proposition
4.2.5 montre que :

(E0,H0,P0,Q0) ∈ D(A2) =⇒ lim
t→∞ ||E||

L2(ω+) = lim
t→∞ ||H||

L2(ω+) = 0.

Évidemment, on peut généraliser le résultat de la proposition 4.2.5 en prenant des données
dans D(Ak+1), k ≥ 1. En effet, en appliquant la même preuve à ∂k−1

t E et ∂k−1
t H, nous

obtenons le résultat suivant.

Proposition 4.2.6 Soit k ≥ 1 et (E0,H0,P0,Q0) ∈ D(Ak+1). Alors :

lim
t→∞ ||[σ]∂k−1

t E||
L2(ω+) = lim

t→∞ ||[τ ]∂k−1
t H||

L2(ω+) = 0,

lim
t→∞ ||∂k−1

t E ∧ n||
L2(Γ) = lim

t→∞ ||∂k−1
t H ∧ n||

L2(Γ) = 0.

Comme précédemment, lorsque [σ] et [τ ] sont à coefficients strictement positifs dans ω+, cette
proposition entrâıne :

(E0,H0,P0,Q0) ∈ D(Ak+1) =⇒ lim
t→∞ ||∂k−1

t E||
L2(ω+) = lim

t→∞ ||∂k−1
t H||

L2(ω+) = 0.

Par ailleurs, la proposition 4.2.6 admet le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.7 Soit k ≥ 1 et (E0,H0,P0,Q0) ∈ D(Ak+1). On suppose que le support de
[ν] (respectivement de [η]) est inclus dans le support de [σ] (respectivement de [τ ]). Alors :

lim
t→∞ ||∂kt P||

L2(ω+) = lim
t→∞ ||∂kt Q||

L2(ω+) = 0.
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Nous allons maintenant étudier le comportement en temps long des champs dans Ω tout entier.
Comme les inconnues auxiliaires P et Q ont été introduites afin de modéliser le matériau
absorbant, il semble naturel de considérer le cas où elles sont nulles dans ω−. C’est pour cette
raison que nous supposons désormais que P0 = Q0 = 0. Comme :

∂tP = ∂tQ = 0 dans ω−×]0,∞[,

on a bien :

P = Q = 0 dans ω−×]0,∞[.

Afin d’étudier le comportement du champ électromagnétique (E,H) dans ω−, nous décom-
posons chacun des champs de la façon suivante. Soient p et q dans H1

0 (Ω) solutions de :

∆p = divE dans Ω et ∆q = divH dans Ω.

Les fonctions p et q existent et sont uniques. Nous introduisons alors les vecteurs E∗ et H∗

définis par :

E∗ := E −∇p, H∗ := H −∇q.
Ces deux vecteurs sont à divergence nulle. De plus, comme p et q sont nulles sur Γ, ∇Γp et
∇Γq sont aussi nuls sur Γ, ce qui entrâıne que E∗ et H∗ vérifient la condition de Silver-Müller
sur Γ. Enfin, on montre facilement que E∗ et ∇p d’une part, H∗ et ∇q d’autre part, sont
orthogonaux pour le produit scalaire usuel de L2(Ω). L’intérêt de cette décomposition est
qu’elle permet d’utiliser un résultat connu pour un système de Maxwell de la forme :

∂tF − rotG = f dans Ω×]0,∞[,
∂tG + rotF = g dans Ω×]0,∞[,
F(x, 0) = F0(x), G(x, 0) = G0(x) dans Ω,
divF = divG = 0 dans Ω×]0,∞[,
(F ∧ n) ∧ n + G ∧ n = 0 sur Γ×]0,∞[;

(4.18)

où f et g sont donnés dans C0
(
[0,∞[,L2(Ω)

)
, à divergence nulle avec :

lim
t→∞ ||f ||

L2(Ω) = lim
t→∞ ||g||

L2(Ω) = 0.

Les données initiales sont supposées à support compact dans ω− à divergence nulle. Pour une
frontière Γ suffisamment régulière (de classe C1), on a alors le résultat suivant (voir [111, 12]).

Théorème 4.2.8 Soit (F0,G0) ∈ H1(Ω) × H1(Ω). Le couple (F,G) solution de (4.18)
vérifie :

lim
t→∞ ||F||

L2(Ω) = lim
t→∞ ||G||

L2(Ω) = 0.

La preuve de ce théorème repose sur les propriétés du semi-groupe associé. La régularité de
la frontière Γ est nécessaire car on peut améliorer (au sens de la régularité) le résultat du
lemme 4.1.1. En effet, on a dans ce cas [11] :

H− 1
2 (rotΓ,Γ) ∩H− 1

2 (divΓ,Γ) ⊂ H
1
2 (Γ),
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et comme les champs de (4.18) sont à divergence nulle, le domaine de l’opérateur est alors
inclus dans H1(Ω) × H1(Ω). À l’aide de cette propriété, on utilise un argument de compacité
qui conduit au théorème 4.2.8.
Nous allons appliquer ce résultat à notre problème. Pour cela, nous décomposons E et H
comme ci-dessus et nous écrivons le système vérifié par le couple à divergence nulle (E∗,H∗).
Ce système est de la forme (4.18) avec :

f = −[σ]E − [ν]P−∇∂tp,
g = −[τ ]H − [η]Q −∇∂tq.

Les vecteurs f et g ont la régularité souhaitée et sont à divergence nulle (par construction du
couple (E∗,H∗)). Il s’agit de montrer que f et g tendent vers 0 (lorsque t → ∞) en norme
L2(Ω). Ce résultat n’est pas simple à établir, la difficulté vient des termes [ν]P et [η]Q, dont
le comportement en temps long n’est pas connu. Cela nous incite à étudier l’énergie E1 en
appliquant le raisonnement précédent au couple (∂tE∗, ∂tH∗). Ainsi, nous nous intéressons à :

∂tf = −[σ]∂tE− [ν]∂tP −∇∂2
t p,

∂tg = −[τ ]∂tH − [η]∂tQ −∇∂2
t q.

Pour des données dans D(A2), ∂tf et ∂tg vérifient les bonnes hypothèses de régularité. Par
ailleurs, pour (E0,H0,0,0) ∈ D(A3), la proposition 4.2.6 et le corollaire 4.2.7 montrent que :

lim
t→∞ ||∂tf ||L2(Ω) = 0 si et seulement si lim

t→∞ ||∇∂2
t p||L2(Ω) = 0,

lim
t→∞ ||∂tg||L2(Ω) = 0 si et seulement si lim

t→∞ ||∇∂2
t q||L2(Ω) = 0.

Nous établissons alors la proposition suivante.

Proposition 4.2.9 On a : lim
t→∞ ||∇∂2

t p||L2(Ω) = lim
t→∞ ||∇∂2

t q||L2(Ω) = 0.

Preuve. On a :(
∂2
tE − rot ∂tH + [σ]∂tE + [ν]∂tP,∇∂2

t p
)

= 0,

donc :

||∇∂2
t p||2L2(Ω) = − ([σ]∂tE + [ν]∂tP,∇∂2

t p
)
,

ce qui donne :

||∇∂2
t p||L2(Ω) ≤ ‖[σ]∂tE‖

L2(Ω) + ‖[ν]∂tP‖
L2(Ω).

De la même façon, on obtient :

||∇∂2
t q||L2(Ω) ≤ ‖[τ ]∂tH‖

L2(Ω) + ‖[η]∂tQ‖
L2(Ω),

et on a le résultat attendu en appliquant la proposition 4.2.6 et le corollaire 4.2.7. �

En conclusion, nous avons le résultat suivant.

Théorème 4.2.10 Soient k ≥ 1 et (E0,H0,0,0) dans D(Ak+2). On a alors lim
t→∞ Ek(t) = 0,

c’est-à-dire :

lim
t→∞||(∂kt E, ∂kt H, ∂kt P, ∂kt Q)||

V
= 0.

Preuve. Nous venons de détailler la preuve pour k = 1, et elle est identique pour k ≥ 2. �
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4.3 Stabilité exponentielle

Dans la partie 4.2, nous avons montré que le modèle absorbant est associé à une famille
de fonctionnelles d’énergie qui tendent vers 0 lorsque t tend vers +∞. Une question demeure
au sujet de l’énergie d’ordre 0. Nous ne pouvons pas préciser son comportement car nous ne
savons pas contrôler les inconnues auxiliaires P et Q. Dans cette partie, nous étudions une
énergie auxiliaire associée à (4.1) pour laquelle on peut, sous des hypothèses convenables,
exprimer le taux de décroissance. Dans la suite, on suppose que le domaine d’étude Ω est
connexe et que sa frontière est simplement connexe. Nous commençons par établir un lemme
préliminaire.

4.3.1 Résultat préliminaire

Lemme 4.3.1 Il existe une constante C > 0 telle que pour tout champ de vecteurs u vérifiant :

u ∈ L2(Ω), divu = 0 dans Ω, rotu ∈ L2(Ω), u ∧ n ∈ H1/2(Γ) sur Γ,

on ait :

‖u‖L2(Ω) ≤ C
(‖rot u‖L2(Ω) + ‖u ∧ n‖L2(Γ)

)
. (4.19)

Preuve. Nous avons vu que si la frontière Γ est régulière, tout champ de vecteurs vérifiant
les hypothèses du lemme est dans H1(Ω). Supposons que l’inégalité (4.19) n’est pas vraie. Il
existe alors une suite (uk)k bornée dans H1(Ω) telle que :

‖uk‖L2(Ω) > C‖rotuk‖L2(Ω).

Quitte à diviser par ‖uk‖L2(Ω), on peut supposer que ‖uk‖L2(Ω) = 1 et en faisant tendre k
vers l’infini, on obtient :

lim
k→∞

‖rotuk‖L2(Ω) = 0 et lim
k→∞

‖u ∧ n‖ = 0.

Par ailleurs, d’après l’injection compacte de H1(Ω) dans L2(Ω), la suite uk converge vers u
fortement dans L2(Ω). On en déduit que le vecteur u vérifie :

divu = 0 dans Ω, rotu = 0 ∈ L2(Ω) et u ∧ n = 0 sur Γ.

Par conséquent, u est dans le second espace de cohomologie défini par :

H2(Ω) = {u ∈ L2(Ω), divu = 0 dans Ω, rotu = 0 ∈ L2(Ω) et u ∧ n = 0 sur Γ},

qui est réduit à {0} puisque Ω est connexe de frontière Γ simplement connexe [47]. On en
déduit donc que u = 0, ce qui contredit le fait que la norme de u est égale à 1 dans L2(Ω). �
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4.3.2 Présentation du modèle étudié

Afin d’établir le résultat de stabilité exponentielle, nous étudions le système (4.1) sous des
hypothèses convenables. Le domaine intérieur ω− est le vide et le domaine ω+ est constitué
d’un matériau diélectrique modélisé par les inconnues auxiliaires P et Q. Dans tout ce qui suit,
les données initiales sont supposées à support compact dans ω−, avec, ici encore, P0 = Q0 = 0.
On suppose qu’à t = 0, le champ électromagnétique est au repos et qu’il commence à se
propager à l’intérieur de ω− sous l’impulsion des données E0 et H0. C’est pour cette raison
que nous supposons E0 et H0 à support dans ω− strictement. Si on suppose que E0 et H0

sont à divergence nulle, on assure que le champ électromagnétique se propageant dans ω− est
à divergence nulle à tout instant. Enfin, comme P0 = Q0 = 0, les inconnues auxiliaires P et
Q sont à support dans ω+. Elles ne perturbent donc jamais le champ solution des équations
de Maxwell dans ω−. Dans la suite, nous associons au système (4.1) les énergies d’ordre 0, 1
et 2. Rappelons qu’elles sont définies par :

E(t) =
1
2

∫
Ω

(|E|2 + |H|2 + |P|2 + |Q|2) dx,

E1(t) =
1
2

∫
Ω

(|∂tE|2 + |∂tH|2 + |∂tP|2 + |∂tQ|2) dx,

E2(t) =
1
2

∫
Ω

(|∂2
tE|2 + |∂2

tH|2 + |∂2
tP|2 + |∂2

tQ|2) dx.

L’énergie E est dérivable pour des données dans D(A) et la dérivabilité de E1 (respective-
ment E2) est assurée si l’on prend des données dans D(A2) (respectivement D(A3)). Nous
supposons que [σ] et [τ ] sont définis positifs sur L2(ω+), c’est-à-dire, puisque ces tenseurs
sont nuls sur ω− :

∃α > 0, ∀u ∈ L2(ω+), ([σ]u,u) ≥ α||u||2
L2(ω+) et ([τ ]u,u) ≥ α||u||2

L2(ω+). (4.20)

En résumé, nous faisons désormais les hypothèses (H) suivantes :

(i) Les données E0 et H0 sont telles que :

(E0,H0,0,0) ∈ D(A3),
Supp(E0) ⊂ ω−, Supp(H0) ⊂ ω−, divE0 = divH0 = 0 dans ω−,

(ii) les tenseurs [σ] et [τ ], à support dans ω+, sont définis positifs sur L2(ω+).

4.3.3 Étude de l’énergie

Nous introduisons maintenant l’énergie auxilaire F définie par :

∀t ≥ 0, F(t) = E1(t) + E2(t).

Nous allons montrer qu’il existe une constante ρ ∈]0, 1[ et un instant T > 0 tels que :

F(T ) ≤ ρF(0).

Cette estimation permet d’en déduire que l’énergie F est exponentiellement décroissante,
c’est-à-dire qu’il existe des constantes C > 0 et β > 0 telles que :

∀t > 0, F(t) ≤ Ce−βtF(0). (4.21)

Nous justifions cette affirmation en démontrant le résultat suivant.
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Lemme 4.3.2 L’estimation (4.21) est vérifiée s’il existe T > 0 et ρ ∈]0, 1[ pouvant dépendre
de T tels que :

F(T ) ≤ ρF(0). (4.22)

Preuve. Le lemme 4.3.2 est une conséquence d’un théorème établi par G. Pazy [110]. Selon
sa définition,

F(t) =
1
2
||Z(t)(E1,H1,0,0)||2

V
+

1
2
||Z(t)(E2,H2,0,0)||2

V
,

où Z(t) est le semi-groupe de contraction continu associé au problème (4.1) et :

E1 = ∂tE(x, 0), H1 = ∂tH(x, 0), E2 = ∂2
tE(x, 0), H2 = ∂2

tH(x, 0);

c’est-à-dire, puisque [σ]E0 = 0 (Supp(E0) ∩ Supp([σ]) = ∅) et P0 = 0 :

E1 = rotH0, H1 = −rotE0, E2 = rotH1, H2 = −rotE1.

G. Pazy a montré que F(t) vérifie (4.21) si et seulement si il existe un réel p ∈ [1,+∞[ tel
que : ∫ +∞

0
(F(t))p dt < +∞. (4.23)

Supposons maintenant que l’estimation (4.22) est vérifiée. La propriété (4.23) pour p = 1
est alors une simple conséquence du critère de comparaison séries-intégrales et de la théorie
des semi-groupes. En effet, une série géométrique de raison ρ ∈]0, 1[ converge et par ailleurs,
d’après les propriétés des semi-groupes, nous avons pour tout entier k :

F(kT ) =
1
2
||Z(kT )(E1,H1,0,0)||2

V
+

1
2
||Z(kT )(E2,H2,0,0)||2

V

=
1
2
||Z((k − 1)T )Z(T )(E1,H1,0,0)||2

V
+

1
2
||Z((k − 1)T )Z(T )(E2,H2,0,0)||2

V
,

d’où :
0 ≤ F(kT ) ≤ ρkF(0).

Par conséquent, la série de terme général F(kT ) converge et cela entrâıne la convergence de
la série de terme général : ∫ (k+1)T

kT
F(t)dt

puisque l’on a, grâce à la décroissance de F :∫ (k+1)T

kT
F(t)dt ≤ TF(kT ).

La démonstration du lemme 4.3.2 résulte alors directement de la formule :∫ kT

0
F(t)dt =

k−1∑
l=0

∫ (l+1)T

lT
F(t)dt. �

Nous allons montrer que l’estimation (4.22) est vérifiée. Nous commençons par établir une
inégalité que nous utilisons dans la suite.
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Lemme 4.3.3 Il existe une constante C > 0 telle que E(0) ≤ E1(0).

Preuve. Comme P0 = 0, nous avons :

E(0) =
1
2

∫
Ω

(|E0|2 + |H0|2
)
dx,

et nous avons vu dans la preuve du lemme 4.3.2 que :

E1(0) =
1
2

∫
Ω

(|E1|2 + |H1|2
)
dx =

1
2

∫
Ω

(|rotE0|2 + |rotH0|2
)
dx.

Par ailleurs, comme E0 et H0 sont à divergence nulle, on peut appliquer le lemme 4.3.1.
Puisque :

E0 ∧ n = 0 sur Γ et H0 ∧ n = 0 sur Γ,

le lemme 4.3.1 donne donc :

‖E0‖L2(Ω) ≤ C‖rotE0‖L2(Ω) et ‖H0‖L2(Ω) ≤ C‖rotH0‖L2(Ω),

ce qui démontre le résultat d’après les définitions de E(0) et E1(0) ci-dessus. �

Pour établir l’estimation (4.22), il suffit de montrer que :

∃T > 0, ∃C1 > 0, ∃C2 ∈]0, T [,
∫ T

0
F(t) dt ≤ −C1

∫ T
0

F ′(t) dt + C2F(0). (4.24)

En effet, si (4.24) est vérifiée, la décroissance de F entrâıne :

(C1 + T )F(T ) ≤
(
C1 + C2

)
F(0),

d’où l’inégalité (4.22) puisque C2 < T . Ainsi, nous sommes ramenés à prouver l’estimation
(4.24), ce qui permettra d’en déduire (4.22) et donc (4.21) d’après le lemme 4.3.2. Pour cela,
nous procédons en trois étapes.

Première étape : contrôle de
∫ T

0
F(t) dt en fonction de

∫ T

0
E2(t) dt et F(0).

Lemme 4.3.4 Il existe une constante C > 0 telle que :

‖E‖2
L2(ω+) ≤ −CE ′

(t), ‖∂tE‖2
L2(ω+) ≤ −CE ′

1(t), ‖∂2
tE‖2

L2(ω+) ≤ −CE ′
2(t); (4.25)

‖H‖2
L2(ω+) ≤ −CE ′

(t), ‖∂tH‖2
L2(ω+) ≤ −CE ′

1(t), ‖∂2
tH‖2

L2(ω+) ≤ −CE ′
2(t). (4.26)

Preuve. Comme [σ] est défini positif sur L2(ω+), il existe une constante C > 0 telle que :

‖∂kt E‖2
L2(ω+) ≤ C([σ]∂kt E, ∂

k
t E) pour k = 0, 1, 2.

De plus, nous avons aussi :

([σ]∂kt E, ∂
k
t E) ≤ −E ′

k(t) pour k = 0, 1, 2 (en notant E0 = E),

63



ce qui prouve les estimations (4.25). Le même raisonnement appliqué à [τ ] et H démontre les
inégalités (4.26). �

Afin d’estimer le champ électromagnétique, nous allons maintenant utiliser les décompositions
que nous avons introduites dans la partie 4.2. On écrit E et H sous la forme :

E = E∗ + ∇p et H = H∗ + ∇q
où p et q sont solution de :

∆p = divE dans Ω, p = 0 sur Γ,
∆q = divH dans Ω, q = 0 sur Γ.

Nous établissons alors le résultat suivant.

Lemme 4.3.5 Il existe une constante C > 0 telle que :

||∂tE∗(t, .)||2
L2(Ω) ≤ C

(
E2(t) − E ′

1(t) − E ′
(t)
)
. (4.27)

Preuve. Comme ∂tE∗ est divergence nulle et à trace tangentielle dans H1/2(Γ), on peut lui
appliquer le lemme 4.3.1 ; on a donc :

‖∂tE∗‖2
L2(Ω) ≤ C

(
‖∂trotE∗‖2

L2(Ω) + ‖∂tE∗ ∧ n‖2
L2(Γ)

)
,

d’où :

‖∂tE∗‖2
L2(Ω) ≤ C

(
‖∂trotE∗‖2

L2(Ω) + ‖∂tE ∧ n‖2
L2(Γ)

)
(4.28)

puisque ∂tE∗ ∧ n et ∂tE ∧ n cöıncident sur Γ. Par définition de E ′
1, nous avons :

‖∂tE ∧ n‖2
L2(Γ) ≤ −E ′

1(t). (4.29)

De plus, comme ∂trotE∗ = ∂trotE, la deuxième équation du système (4.1) nous donne l’es-
timation :

‖∂trotE∗‖2
L2(Ω) ≤ C

(
‖∂2

tH‖2
L2(Ω) + ‖[τ ]∂tH‖2

L2(Ω) + ‖[η]∂tQ‖2
L2(Ω)

)
. (4.30)

Par ailleurs, d’après (4.26), nous avons :

‖[τ ]∂tH‖2
L2(Ω) ≤ C||∂tH||2

L2(ω+) ≤ −CE ′
1(t), (4.31)

et :

||[η]∂tQ(t, .)||2
L2(Ω) = ||[η]2H||2

L2(ω+) ≤ C||H||2
L2(ω+) ≤ −CE ′

(t). (4.32)

On déduit le résultat attendu des estimations (4.28), (4.29), , (4.30), (4.31) et (4.32). �

En appliquant exactement la même démonstration à H∗, on obtient le lemme suivant.

Lemme 4.3.6 Il existe une constante C > 0 telle que :

||∂tH∗(t, .)||2
L2(Ω) ≤ C

(
E2(t) − E ′

1(t) − E ′
(t)
)
.

64



Nous estimons maintenant la norme de ∂t∇p dans L2(Ω).

Lemme 4.3.7 Il existe une constante C > 0 telle que :

‖∂t∇p‖2
L2(Ω) ≤ C

(
E2(t) − E ′

1(t) − E ′
(t)
)
.

Preuve. Nous procédons en deux étapes : on estime tout d’abord la norme de ∂t∇p dans
L2(ω+), puis on applique le lemme 4.2.2 pour étendre l’estimation à Ω tout entier. Évidemment,
nous pourrions estimer la norme de ∂t∇p directement mais l’estimation ferait alors intervenir
la norme de ∂tE dans L2(Ω) qui est une des quantités que l’on cherche à estimer. Nous avons :

‖∂t∇p‖2
L2(ω+) = ‖∂t(E −E∗)‖2

L2(ω+),

donc :
‖∂t∇p‖2

L2(ω+) ≤ 2
(
‖∂tE‖2

L2(ω+) + ‖∂tE∗‖2
L2(ω+)

)
,

d’où, grâce à (4.25) et (4.27) :

‖∂t∇p‖2
L2(ω+) ≤ C

(
E2(t) − E ′

1(t) − E ′
(t)
)
.

Cela entrâıne, après application du lemme 4.2.2, l’estimation attendue. �

La même démonstration permet d’estimer la norme de ∂t∇q dans L2(Ω) :

Lemme 4.3.8 Il existe une constante C > 0 telle que :

‖∂t∇q‖2
L2(Ω) ≤ C

(
‖∂tH‖2

L2(ω+) + ‖∂tH∗‖2
L2(ω+)

)
.

Ensuite, nous déduisons de ce qui précède l’estimation suivante :

Proposition 4.3.9 Il existe une constante C > 0 telle que :

E1(t) ≤ C
(
E2(t) − E ′

1(t) − E ′(t)
)
.

Preuve. Nous avons :

‖∂tE‖2
L2(Ω) = ‖∂tE∗‖2

L2(Ω) + ‖∂t∇p‖2
L2(Ω).

Grâce aux lemmes 4.3.5 et 4.3.7, cela entrâıne :

‖∂tE‖2
L2(Ω) ≤ C

(
E2(t) − E ′

1(t) − E ′(t)
)
. (4.33)

De même, en appliquant la décomposition de ∂tH et les lemmes 4.3.6 et 4.3.8, nous avons :

‖∂tH‖2
L2(Ω) ≤ C

(
E2(t) − E ′

1(t) − E ′(t)
)
. (4.34)

Par ailleurs, nous avons :

‖∂tP‖2
L2(Ω) = ‖[ν]E‖2

L2(Ω) ≤ C‖E‖2
L2(ω+) et ‖∂tQ‖2

L2(Ω) = ‖[η]H‖2
L2(Ω) ≤ C‖H‖2

L2(ω+);

donc, grâce à (4.25) et (4.26) :

‖∂tP‖2
L2(Ω) ≤ −CE ′(t) et ‖∂tQ‖2

L2(Ω) ≤ −CE ′(t). (4.35)

Les estimations (4.33), (4.34) et (4.35) permettent de conclure. �

Cette proposition permet de contrôler
∫ T

0
F(t) dt en fonction de

∫ T

0
E2(t) dt et F(0).
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Proposition 4.3.10 Il existe une constante C1 > 0 telle que :

∀T > 0,
∫ T

0
F(t) dt ≤ C1

(∫ T

0
E2(t) dt + F(0)

)
. (4.36)

Preuve. Soit T > 0. Comme F = E1 + E2, la proposition 4.3.9 montre qu’il existe une
constante C > 0 telle que :

F(t) ≤ C
(
E2(t) − E ′

1(t) − E ′(t)
)
,

donc :∫ T

0
F(t) dt ≤ C

(∫ T

0
E2(t) dt + E1(0) + E(0) − E1(T ) − E(T )

)
≤ C

(∫ T

0
E2(t) dt + E1(0) + E(0)

)
.

Mais, d’après le lemme 4.3.3, nous avons E(0) ≤ CE1(0). Comme E1 ≤ F , on obtient (4.36). �

Deuxième étape : contrôle de
∫ T

0
E2(t) dt.

Afin de contrôler ce terme, nous allons utiliser une identité qui a été écrite la première fois
dans [88] pour le système des équations de Maxwell posé dans le vide et couplé à la condition
de Silver-Müller. Dans notre cas, nous appliquons cette identité aux vecteurs ∂2

tE
∗ et ∂2

tH
∗

qui sont à divergence nulle dans Ω. Le couple (∂2
tE

∗, ∂2
tH) est solution du système d’inconnue

(F,G) :

∂tF − rotG = f dans Ω×]0,∞[,
∂tG + rotF = g dans Ω×]0,∞[,
divF = divG = 0 dans Ω×]0,∞[,
F(x, 0) = F0(x), G(x, 0) = G0(x) dans Ω,
(F ∧ n) ∧ n + G ∧ n = 0 sur Γ×]0,∞[;

(4.37)

avec

f = −[σ]∂2
t E− [ν]∂2

tP −∇∂3
t p et g = −[τ ]∂2

tH − [ν]∂2
tQ −∇∂3

t q.

Notons F = ∂2
tE

∗, G = ∂2
tH et

Ẽ2(t) =
1
2

∫
Ω
(|F|2 + |G|2) dx =

1
2

(
||F||2

L2(Ω) + ||G||2
L2(Ω)

)
.

Comme F et G sont à divergence nulle, on a, d’après [88] :∫ T

0
Ẽ2(t) dt =

∫
Ω

(
F(T, ·) ∧ G(T, ·) − F(0, ·) ∧ G(0, ·)

)
·m dx

+
∫ T

0

∫
Γ
(m · n)

( |F|2 + |G|2
2

− (m ·F)(n ·F) − (m · G)(n ·G)
)
dΓ dt

+
∫ T

0

∫
Ω
(f ∧G) · m dx +

∫ T
0

∫
Ω
(F ∧ g) ·m dx, (4.38)

où m est un vecteur vérifiant divm = 3 et ∂jmk = 0 pour j �= k. Nous établissons alors le
résultat suivant.
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Proposition 4.3.11 On suppose que Ω est étoilé par rapport à un point x0 de R3 et on pose
m(x) := x − x0. Alors, il existe une constante Cm > 0 (dépendant de m) telle que :∫ T

0
Ẽ2(t) dt ≤ Cm

(
E2(0) −

∫ T
0

E ′
2(t) dt +

∫ T

0
||f ||2

L2(Ω) dt+
∫ T

0
||g||2

L2(Ω) dt

)
.

Preuve. En notant

Rm = Sup
x∈Ω

|m(x)| et R∗
m = Sup

x∈Γ

(m(x) · n(x))2 + |m(x)|
2m(x) · n(x)

,

nous avons, grâce à l’identité (4.38) :∫ T
0

Ẽ2(t) dt ≤ Rm

(
Ẽ2(T ) + Ẽ2(0)

)
+
R∗

m

2

∫ T

0

(
‖F ∧ n‖2

L2(Γ) + ‖G ∧ n‖2
L2(Γ)

)
dt

+
1
4

∫ T
0

(
||F||2

L2(Ω) + ||G||2
L2(Ω)

)
dt+
∫ T

0
||f ∧ m||2

L2(Ω) dt +
∫ T

0
||g ∧ m||2

L2(Ω) dt. (4.39)

La définition de Ẽ2 et la décroissance de E2 entrâınent :

Ẽ2(T ) + Ẽ2(0) ≤ C
(
E2(T ) + E2(0)

)
≤ CE2(0). (4.40)

De plus, on a :∫ T

0
||f ∧ m||2

L2(Ω) dt ≤ C

∫ T

0
||f ||2

L2(Ω) dt, (4.41)

et : ∫ T

0
||g ∧ m||2

L2(Ω) dt ≤ C

∫ T

0
||g||2

L2(Ω) dt (4.42)

Par ailleurs, nous avons aussi :

‖F ∧ n‖2
L2(Γ) + ‖G ∧ n‖2

L2(Γ) = ‖∂2
tE

∗ ∧ n‖2
L2(Γ) + ‖∂2

t H
∗ ∧ n‖2

L2(Γ) ≤ −CE ′
2(t). (4.43)

En injectant (4.40), (4.41), (4.42) et (4.43) dans (4.39), on obtient :

1
2

∫ T

0
Ẽ2(t) dt ≤ Cm

(
E2(0) −

∫ T

0
E ′

2(t) dt +
∫ T

0
||f ||2

L2(Ω) dt+
∫ T

0
||g||2

L2(Ω) dt

)
. �

Nous poursuivons en contrôlant les normes de f et g dans L2(Ω).

Lemme 4.3.12 Il existe une constante C > 0 telle que :

||f ||2
L2(Ω) + ||g||2

L2(Ω) ≤ −CF ′(t)

Preuve. Rappelons que f et g sont définies :

f = −[σ]∂2
t E− [ν]∂2

tP −∇∂3
t p, g = −[τ ]∂2

tH − [ν]∂2
tQ −∇∂3

t q.

Grâce à (4.25), nous avons tout d’abord :

||[σ]∂2
t E||2

L2(Ω) ≤ C||∂2
tE||2

L2(ω+) ≤ −CE ′
2(t) ≤ −CF ′(t), (4.44)
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et :

||[ν]∂2
t P||2

L2(Ω) = ||[ν]2∂tE||2
L2(Ω) ≤ C||∂tE||2

L2(ω+) ≤ −CE ′
1(t) ≤ −CF ′(t). (4.45)

Par ailleurs, le raisonnement utilisé dans la preuve de la proposition 4.2.9 permet de contrôler
la norme de ∇∂3

t p dans L2(Ω). En effet :(
∂3
tE − rot ∂2

tH + [σ]∂2
tE + [ν]∂2

tP,∇∂3
t p
)

= 0,

donc :

||∇∂3
t p||2L2(Ω) = − ([σ]∂2

t E + [ν]∂2
tP,∇∂3

t p
)
,

d’où :

||∇∂3
t p||L2(Ω) ≤ ‖[σ]∂2

t E‖
L2(Ω) + ‖[ν]∂2

tP‖
L2(Ω).

D’après (4.44) et (4.45), on a alors :

||∇∂3
t p||2L2(Ω) ≤ −CF ′(t) (4.46)

Les estimations (4.44), (4.45) et (4.46) prouvent alors que :

||f ||2
L2(Ω) ≤ −CF ′(t).

Enfin, en appliquant exactement le même raisonnement à g, on montre que :

||g||2
L2(Ω) ≤ −CF ′(t). �

Nous déduisons maintenant de la proposition 4.3.11 le contrôle de
∫ T

0
E2(t) dt.

Proposition 4.3.13 Sous les hypothèses de la proposition 4.3.11, il existe une constante
Cm > 0 telle que :

∀T > 0,
∫ T

0
E2(t) dt ≤ Cm

(
−
∫ T

0
F ′(t) dt + F(0)

)
. (4.47)

Preuve. Fixons T > 0. Comme E2 ≤ F et F ′ ≤ E ′
2, la proposition 4.3.11 montre que :∫ T

0
Ẽ2(t) dt ≤ Cm

(
−
∫ T

0
F ′(t) dt + F(0) +

∫ T

0
||f ||2

L2(Ω) dt+
∫ T

0
||g||2

L2(Ω) dt

)
,

ce qui entrâıne, grâce au lemme 4.3.12 :∫ T

0
Ẽ2(t) dt ≤ Cm

(
−
∫ T

0
F ′(t) dt + F(0)

)
. (4.48)

Par ailleurs,

E2(t) = Ẽ2(t) +
1
2
||∇∂2

t p||2L2(Ω) +
1
2
||∂2

tP||2
L2(Ω) +

1
2
||∇∂2

t q||2L2(Ω) +
1
2
||∂2

tQ||2
L2(Ω)

= Ẽ2(t) +
1
2
||∇∂2

t p||2L2(Ω) +
1
2
||[ν]∂tE||2

L2(Ω) +
1
2
||∇∂2

t q||2L2(Ω) +
1
2
||[η]∂tH||2

L2(Ω),

68



et nous avons vu dans dans la preuve de la proposition 4.2.9 que :

||∇∂2
t p||L2(Ω) ≤ ‖[σ]∂tE‖

L2(Ω) + ‖[ν]∂tP‖
L2(Ω),

||∇∂2
t q||L2(Ω) ≤ ‖[τ ]∂tH‖

L2(Ω) + ‖[η]∂tQ‖
L2(Ω)

donc, grâce à (4.25) et (4.26) :

||∇∂2
t p||2L2(Ω) ≤ C

(
‖∂tE‖2

L2(ω+) + ‖E‖2
L2(ω+)

)
≤ −C
(
E ′

1(t) + E ′(t)
)
,

||∇∂2
t q||2L2(Ω) ≤ C

(
‖∂tH‖2

L2(ω+) + ‖H‖2
L2(ω+)

)
≤ −C
(
E ′

1(t) + E ′(t)
)
.

Par ailleurs, toujours d’après (4.25) et (4.26) :

‖[ν]∂tE‖2
L2(Ω) ≤ −CE ′

1(t),

‖[η]∂tH‖2
L2(Ω) ≤ −CE ′

1(t).

Ainsi ∫ T

0
E2(t) dt ≤

∫ T

0
Ẽ2(t) dt + C

(
E1(0) − E1(T ) + E(0) − E(T )

)
≤
∫ T

0
Ẽ2(t) dt + C

(
E1(0) + E(0)

)
.

Comme E(0) ≤ CE1(0) (lemme 4.3.3) et E1 ≤ F , on obtient :∫ T

0
E2(t) dt ≤

∫ T

0
Ẽ2(t) dt + CF(0),

ce qui démontre le résultat d’après (4.48). �

Trosième étape : preuve de l’estimation (4.24).
Nous déduisons de ce qui précède la proposition suivante.

Proposition 4.3.14 Sous les hypothèses de la proposition 4.3.11, il existe T > 0 et des
constantes C1 > 0 et C2 ∈]0, T [ telles que :∫ T

0
F(t) dt ≤ −C1

∫ T

0
F ′(t) dt + C2F(0).

Preuve. Les propositions 4.3.10 et 4.3.13 montrent qu’il existe des constantes C1 et Cm

strictement positives telles que :

∀T > 0,
∫ T

0
F(t) dt ≤ −C1Cm

∫ T

0
F ′(t) dt + C1

(
Cm + 1

)F(0),

ce qui donne le résultat en choisissant T > C1

(
Cm + 1

)
. �

Nous venons d’établir l’estimation (4.24), ce qui prouve, comme nous l’avons vu, (4.22) puis
(4.21) grâce au lemme 4.3.2. Nous pouvons alors énoncer le théorème que nous avons obtenu.
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Théorème 4.3.15 On suppose que Ω est étoilé par rapport à un point x0 de R3 et que les
hypothèses (H) sont vérifiées. Alors, il existe des constantes C > 0 et β > 0 telles que :

∀t ≥ 0, F(t) ≤ Ce−βtF(0).

Remarque 4.3.16 Notons qu’il est possible de généraliser le résultat que nous venons d’ob-
tenir au cas où, dans ω−, le système des équations de Maxwell est posé en milieu hétérogène.
En effet, on remplace alors les constantes ε0 et µ0 par des fonctions ε et µ dépendant de x et
on applique une identité semblable à (4.38) et valable dans ce cas (voir [51]). Le reste de la
preuve reste inchangé.

4.3.4 Complément

Dans le paragraphe 4.3.3, nous avons démontré la décroissance exponentielle de l’énergie
F dans le cas où l’ouvert Ω est étoilé par rapport à un point de R3. Nous montrons maintenant
que ce résultat s’étend à d’autres types d’ouverts, mais sur un modèle plus simple obtenu en
prenant [τ ] = [η] = 0 dans (4.1). Pour cela, nous appliquons une estimation d’observabilité
obtenue par Phung [111] à partir d’une hypothèse géométrique. Nous commençons par donner
une définition [111].

Définition 4.3.17 Soit Γk une partie ouverte de Γ et T0 > 0. On dit que Γk contrôle
géométriquement Ω s’il existe un compact Γ̃k de Γk tel que tout rayon rencontre Γk×]0, T0[
en un point non diffractif.

En particulier, la frontière Γ d’un ouvert convexe Ω contrôle géométriquement Ω. Nous avons
alors le théorème suivant [111].

Théorème 4.3.18 Soit Γk une partie ouverte de Γ et T0 > 0 tels que Γk contrôle géométri-
quement Ω. Soit T > T0 et V solution de :{

∂2
tV− ∆V = 0 dans Ω×]0, T [,

V · n = 0 et rotV ∧ n = 0 sur (Γ \ Γk)×]0, T [,

tel que V|Γ ∈ L2(Γ×]0, T [) et ∂nV ∈ H−1(Γ×]0, T [). Alors, il existe C > 0 telle que :

||V||L2(Ω×]0,T [) ≤ C
(
||∂nV||H−1(Γ×]0,T [) + ||V||L2(Γ×]0,T [)

)
.

Dans notre cas, nous allons supposer que l’hypothèse géométrique suivante est vérifiée :

{Γ, T0} contrôle géométriquement Ω. (4.49)

Ainsi, nous faisons dans ce paragraphe les hypothèses (H̃) suivantes :

(i) Les données E0 et H0 sont telles que :

(E0,H0,0,0) ∈ D(A3),
Supp(E0) ⊂ ω−, Supp(H0) ⊂ ω−, divE0 = divH0 = 0 dans ω−,

(ii) le tenseur [σ], à support dans ω+, est défini positif sur L2(ω+),
(iii) [τ ] = [ν] = 0,
(iii) {Γ, T0} contrôle géométriquement Ω.
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Sous les hypothèses (H̃), nous obtenons, comme au paragraphe 4.3.3, la proposition 4.3.10.
Cette proposition a été obtenue seulement à partir des hypothèses (i) et (ii), et le fait de
prendre [τ ] et [η] nuls ne change rien. En effet, la seule différence se situe au niveau du lemme
4.3.5 : puisque [τ ] = [η] = 0, nous n’avons pas (4.30) mais :

‖∂trotE∗‖2
L2(Ω) ≤ C‖∂2

tH‖2
L2(Ω),

donc, d’après (4.28) :

||∂tE∗(t, .)||2
L2(Ω) ≤ C

(
E2(t) − E ′

1(t)
)
,

et la conclusion du lemme 4.3.5 reste inchangée puisque −E ′ ≥ 0. Ainsi, nous sommes ramenés
à établir, sous les nouvelles hypothèses (H̃), la deuxième étape de la preuve du paragraphe
4.3.3, c’est-à-dire à contrôler l’intégrale de E2(t). Pour cela, nous commençons par estimer le
champ magnétique en fonction du champ électrique et de F(0).

Proposition 4.3.19 Soit T > 0. Il existe une constante C > 0 telle que :∫ T

0
||∂2

t H(t, .)||2
L2(Ω) dt ≤

∫ T
0

||∂2
tE(t, .)||2

L2(Ω) dt + CF(0). (4.50)

Preuve. Comme (E0,H0,0,0) appartient à D(A2), ∂2
tH = −∂trotE est dans L2(Ω) et on a :

||∂2
t H||2

L2(Ω) = −(∂trotE, ∂2
tH).

Comme (E0,H0,0,0) appartient à D(A3), rot ∂2
tE est aussi dans L2(Ω) et l’égalité précédente

permet d’écrire :∫ T

0
||∂2

t H||2
L2(Ω) = −[(∂trotE, ∂tH)

]T
0

+
∫ T

0
(rot ∂2

tE, ∂tH)dt

= −[(∂trotE, ∂tH)
]T
0

+
∫ T

0
(∂2
tE, rot ∂tH)dt

+
∫ T

0

(∫
Γ
n · (∂2

tE ∧ ∂tH
)
dΓ
)
dt

= −[(∂trotE, ∂tH)
]T
0

+
∫ T

0
(∂2
tE, ∂

2
t E + [σ]∂tE + [ν]∂tP)dt

+
∫ T

0

(∫
Γ
n · (∂2

tE ∧ ∂tH
)
dΓ
)
dt

= −[(∂trotE, ∂tH)
]T
0

+
∫ T

0
||∂2

tE||2
L2(Ω) dt +

∫ T

0
(∂2
t E, [σ]∂tE) dt

+
∫ T

0
(∂2
tE, [ν]∂tP) dt +

∫ T

0

(∫
Γ
n · (∂2

tE ∧ ∂tH
)
dΓ
)
dt. (4.51)

De plus, nous avons :∫ T

0
(∂2
tE, [σ]∂tE) dt =

1
2

∫ T

0

d

dt
(∂tE, [σ]∂tE) dt =

1
2

(∂tE(T, ·), [σ]∂tE(T, ·)) , (4.52)
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car [σ]∂tE0 = 0 puisque Supp([σ]) ∩ Supp(∂tE0) = ∅. Par ailleurs, on a :∫ T

0
(∂2
tE, [ν]∂tP) dt =

[
(∂tE, [ν]∂tP)

]T
0
−
∫ T

0
(∂tE, [ν]∂tP) dt

=
[
(∂tE, [ν]∂tP)

]T
0
−
∫ T

0
(∂tE, [ν]2E) dt

=
[
(∂tE, [ν]∂tP)

]T
0
− 1

2

∫ T
0

d

dt
(E, [ν]2E) dt

=
[
(∂tE, [ν]∂tP)

]T
0

+
1
2
(E0, [ν]2E0) − 1

2
(E(T, ·), [ν]2E(T, ·)).

Comme P0 = 0 et [ν]2E0 = 0 (car Supp([ν]) ∩ Supp(E0) = ∅), nous obtenons :∫ T

0
(∂2
tE, [ν]∂tP) dt =

(
∂tE(T, ·), [ν]∂tP(T, ·)

)
−1

2

(
E(T, ·), [ν]2E(T, ·)

)
︸ ︷︷ ︸

≤0

. (4.53)

Enfin,∫
Γ
n · (∂2

tE ∧ ∂tH
)
dΓ =
∫

Γ
∂2
tE · (∂tH ∧ n) dΓ

= −
∫

Γ

(
n · (∂2

tE ∧ n
)) · ((∂tE ∧ n) ∧ n) dΓ

= −1
2
d

dt
||∂tE ∧ n||2

L2(Γ),

donc :∫ T

0

(∫
Γ
n · (∂2

tE ∧ ∂tH
)
dΓ
)
dt = −1

2
||∂tE(T, ·) ∧ n||2

L2(Γ) ≤ 0, (4.54)

car ∂tE0 = E1 est nul sur Γ. En injectant (4.52), (4.53) et (4.54) dans (4.51), on obtient :∫ T

0
||∂2

t H||2
L2(Ω) ≤ −[(∂trotE, ∂tH)

]T
0

+
∫ T

0
||∂2

tE||2
L2(Ω)

+
1
2
(∂tE(T, ·), [σ]∂tE(T, ·)) + (∂tE(T, ·), [ν]∂tP(T, ·)).

Comme E1, E2 et F sont décroissantes, avec E1 ≤ F et E2 ≤ F , nous avons donc :∫ T

0
||∂2

t H||2
L2(Ω) ≤

∫ T

0
||∂2

tE||2
L2(Ω) + CF(0). �

À l’aide de cette proposition, on se ramène donc à estimer uniquement la norme de ∂2
tE. Pour

contrôler ce terme, nous utilisons toujours la décomposition E = E∗+∇p et nous cherchons à
estimer les normes des termes ∂2

tE
∗ et ∇∂2

t p. Écrivons maintenant le modèle dont est solution
le champ à divergence nulle E∗. Il vérifie une équation d’ondes avec second membre de la
forme :

∂2
tE

∗ − ∆E∗ = −[σ]∂tE − [ν]2E − ∂2
t∇p,

avec la condition de bord :

(∂tE∗ ∧ n) ∧ n− rotE∗ ∧ n = 0 sur Γ.
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C’est ici que le résultat d’observabilité va être fondamental. Nous décomposons le champ E∗

en E∗ = E∗
1 + E∗

2, où E∗
1 et E∗

2 sont respectivement solution des systèmes suivants :
∂2
tE

∗
1 − ∆E∗

1 = 0 dans Ω×]0, T [,

divE∗
1 = 0 dans Ω×]0, T [,

(∂tE∗
1 ∧ n) ∧ n− rotE∗

1 ∧ n = 0 sur Γ×]0, T [;

(4.55)

et : 
∂2
tE

∗
2 − ∆E∗

2 = f dans Ω×]0, T [,

divE∗
2 = 0 dans Ω×]0, T [,

E∗
2(x, 0) = ∂tE∗

2(x, 0) = 0 dans Ω,

(∂tE∗
2 ∧ n) ∧ n− rotE∗

2 ∧ n = 0 sur Γ×]0, T [,

(4.56)

avec :

f = −[σ]∂tE − [ν]2E − ∂2
t∇p.

Sous l’hypothèse de contrôle géométrique (4.49), la solution E∗
1 du problème (4.55) vérifie,

pour T > T0, l’estimation suivante (voir [111]) :

∃C > 0,
∫ T

0
||∂2

tE
∗
1||2L2(Ω) dt ≤ C

∫ T
0

||∂2
tE

∗
1 ∧ n||2

L2(Γ) dt,

d’où :∫ T

0
||∂2

t E
∗
1||2L2(Ω) dt ≤ C

∫ T

0
||∂2

tE
∗ ∧ n||2

L2(Γ) dt ≤ −C
∫ T

0
E ′

2(t) dt;

et on obtient donc :∫ T

0
||∂2

t E
∗
1||2L2(Ω) dt ≤ −C

∫ T

0
F ′(t) dt. (4.57)

Par ailleurs, la solution E∗
2 du problème (4.56) vérifie l’estimation suivante (voir [111]) :

∃C > 0,
∫ T

0
||∂2

tE
∗
2||2L2(Ω) dt ≤ C

∫ T
0

|| f ||2
L2(Ω) dt. (4.58)

Or, nous avons :

|| f ||2
L2(Ω) = || − [σ]∂tE − [ν]2E − ∂2

t∇p||2L2(Ω) ≤ C
(
||E||2

L2(ω+) + ||∂tE||2
L2(ω+) + ||∂2

t∇p||2L2(Ω)

)
,

ce qui entrâıne, d’après (4.25) :

|| f ||2
L2(Ω) ≤ C

(
−E ′

1(t) − E ′(t) + ||∂2
t∇p||2L2(Ω)

)
. (4.59)

Par ailleurs, nous avons montré dans la preuve de la proposition 4.2.9 que :

‖∂2
t∇p‖L2(Ω) ≤ ‖[σ]∂tE‖L2(ω+) + ‖[ν]∂tP‖L2(ω+),

c’est-à-dire :

‖∂2
t∇p‖L2(Ω) ≤ ‖[σ]∂tE‖L2(ω+) + ‖[ν]2E‖L2(ω+),
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donc, grâce à (4.25) :

‖∂2
t∇p‖2

L2(Ω) ≤ C
(
‖E‖2

L2(ω+) + ‖∂tE‖2
L2(ω+)

)
≤ −C
(
E ′(t) + E ′

1(t)
)
. (4.60)

D’après (4.59) et (4.60), nous avons alors :

|| f ||2
L2(Ω) ≤ −C

(
E ′(t) + E ′

1(t)
)
.

En injectant cette inégalité dans (4.58), on obtient :∫ T
0

||∂2
tE

∗
2||2L2(Ω) dt ≤ C

(
−
∫ T

0
E ′

1(t) dt + E(0) − E(T )
)

≤ C

(
−
∫ T

0
F ′(t) dt + E(0)

)
,

d’où :∫ T

0
||∂2

t E
∗
2||2L2(Ω) dt ≤ C

(
−
∫ T

0
F ′(t) dt + F(0)

)
, (4.61)

puisque E(0) ≤ CE1(0) ≤ CF(0). De même, d’après (4.60) :∫ T

0
‖∂2

t∇p‖2
L2(Ω) dt ≤ C

(
−
∫ T

0
E ′

1(t) dt + E(0) − E(T )
)

≤ C

(
−
∫ T

0
F ′(t) dt + F(0)

)
. (4.62)

Comme ∂2
tE = ∂2

tE
∗
1 + ∂2

tE
∗
2 + ∂2

t∇p, les estimations (4.57), (4.61) et (4.62) permettent
finalement de contrôler la norme de ∂2

tE de la façon suivante :∫ T

0
‖∂2

t E‖2
L2(Ω) dt ≤ C

(
−
∫ T

0
F ′(t) dt + F(0)

)
.

Nous énonçons maintenant le résultat que nous venons d’obtenir.

Proposition 4.3.20 Il existe une constante C > 0 telle que :

∀T > T0,

∫ T

0
‖∂2

tE‖2
L2(Ω) dt ≤ C

(
−
∫ T

0
F ′(t) dt + F(0)

)
.

Nous déduisons des propositions 4.3.19 et 4.3.20 le contrôle de
∫ T

0
E2(t) dt.

Proposition 4.3.21 Il existe une constante C2 > 0 telle que :

∀T > T0,

∫ T

0
E2(t) dt ≤ C2

(
−
∫ T

0
F ′(t) dt + F(0)

)
. (4.63)

Preuve. Les propositions 4.3.19 et 4.3.20 montrent qu’il existe C > 0 telle que :

∀T > T0,

∫ T

0

(
‖∂2

tE‖2
L2(Ω) + ‖∂2

t H‖2
L2(Ω)

)
dt ≤ C

(
−
∫ T

0
F ′(t) dt + F(0)

)
. (4.64)

Par ailleurs, on a :∫ T

0
‖∂2

t P‖2
L2(Ω) dt =

∫ T

0
‖[ν]∂tE‖2

L2(ω+) dt ≤ C

∫ T

0
‖∂tE‖2

L2(ω+) dt ≤ −C
∫ T

0
E ′

1(t) dt,
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la dernière inégalité résultant de (4.25). Nous avons donc :∫ T

0
‖∂2

t P‖2
L2(Ω) dt ≤ −C

∫ T

0
F ′(t) dt. (4.65)

Les estimations (4.64) et (4.65) donnent le résultat. �

La proposition 4.3.21 permet alors de prouver l’estimation 4.24 et de conclure. En effet,
nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 4.3.22 Sous les hypothèses (H̃), il existe T > 0 et des constantes C1 > 0 et
C2 ∈]0, T [ telles que :∫ T

0
F(t) dt ≤ −C1

∫ T

0
F ′(t) dt + C2F(0).

Preuve. Les propositions 4.3.10 et 4.3.21 montrent qu’il existe des constantes C1 et C2

strictement positives telles que :

∀T > T0,

∫ T

0
F(t) dt ≤ −C1C2

∫ T

0
F ′(t) dt + C1

(
C2 + 1
)F(0),

ce qui donne le résultat en choisissant T > Max
{
C1

(
C2 + 1
)
, T0

}
. �

Ainsi, nous obtenons (4.21) sous des hypothèses différentes.

Théorème 4.3.23 On suppose que les hypothèses (H̃) sont vérifiées. Alors, il existe des
constantes C > 0 et β > 0 telles que :

∀t ≥ 0, F(t) ≤ Ce−βtF(0).
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Chapitre 5

Application aux Perfectly Matched
Layers

5.1 Introduction

Dans ce travail, nous présentons un modèle de couches absorbantes parfaitement adaptées
pour le système des équations de Maxwell en trois dimensions. Ce modèle est obtenu à partir
du système (P) présenté au chapitre 3, mais dans le cas où [ν] et [η] sont des opérateurs
pseudo-différentiels (et non plus des tenseurs de fonctions). C’est un modèle PML non splitté
qui repose sur l’introduction d’inconnues auxiliaires. D’une certaine manière, on peut le voir
comme une extension à trois dimensions du modèle 2D présenté dans [2] ou [113]. Comme nous
le détaillons plus loin, nous préférons voir ce modèle comme le système de Maxwell posé dans
un milieu anisotrope et nous développons une analyse qui permet de le comparer à d’autres
modèles [115]. Dans notre étude, nous considérons des coefficients d’absorption variables.
Comme nous l’avons dit en introduction, cela rend l’étude mathématique plus délicate.

Nous considérons le système des équations de Maxwell en trois dimensions, formulées dans
l’espace libre :{

ε0∂tE − rotH = 0,
µ0∂tH + rotE = 0;

(5.1)

où ε0 et µ0 désignent les constantes diélectrique et magnétique du vide.
Dans la suite, nous notons x = (x, y, z) la variable d’espace. Nous allons présenter un modèle
de couche absorbante dans la direction des x. Dans ce qui suit, le demi-espace {x < 0}
constitue l’espace libre et la couche est représentée par le demi-espace {x > 0}. Par ailleurs,
on introduit des espaces de fonctions dépendant uniquement de la variable spatiale x et nulles
dans l’espace libre :

Σ = {f : R → C, ∀x < 0, f(x) = 0} ,

Σ+ = {f ∈ Σ; ∀x ≥ 0, f(x) ≥ 0} ;

et on considère l’espace MΣ (respectivement MΣ+) des opérateurs diagonaux à coefficients
dans Σ (respectivement Σ+). Pour définir l’action d’un élément de MΣ sur un vecteur de C3,
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on adopte la notation suivante :

∀[σ] = diag(σx, σy, σz) ∈MΣ, ∀u = (ux, uy, uz) ∈ R3, [σ]u =

 σx uxσy uy
σz uz

 .
Nous proposons alors de considérer le modèle suivant :

(P̃)


ε0∂tE − rotH + [σ]E + [ν]P = 0, (5.2)
µ0∂tH + rotE + [τ ]H + [η]Q = 0, (5.3)
ε0∂tP− [ν]E = 0,

µ0∂tQ − [η]H = 0;

où P et Q sont des vecteurs de C3 ; [σ] et [τ ] (respectivement [ν] et [η]) désignent des éléments
de MΣ+ (respectivement MΣ).
Ce modèle est un système de type Maxwell couplé à deux équations différentielles ordinaires.
Notons que, dans l’espace libre {x < 0}, le système formé par les équations (5.2) et (5.3)
cöıncide avec le système de Maxwell (5.1).

Fig. 5.1 – couche absorbante PML

Dans une première partie de ce chapitre, nous démontrons que (P̃) est un modèle PML (à
condition de faire intervenir des opérateurs pseudo-différentiels). Pour cela, nous procèdons en
deux temps. Nous commençons par supposer que les tenseurs [σ], [τ ], [ν] et [η] ne dépendent
pas de x. Cette hypothèse suffit à définir un cadre favorable à l’application de l’analyse par
ondes planes pour montrer qu’il est possible de choisir des tenseurs PML. Cette approche est la
plus courante [18], [115], [135]. Notons que, dans [18], l’analyse est développée en considérant
chacune des composantes des champs comme solution d’une des équations du système. Ici,
nous adoptons la même démarche que dans [115], [135], en développant plutôt une analyse
vectorielle, ce qui facilite l’interprétation des résultats. Plus précisément, on montre que toute
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solution onde plane du système de Maxwell est parfaitement transmise du milieu réel au mi-
lieu PML sous des hypothèses réalistes (H) portant sur les tenseurs [σ], [τ ], [ν] et [η]. On étend
ensuite le résultat au cas de tenseurs à coefficients variables en montrant que les conditions
(H) dégagées précédemment sont suffisantes pour établir que le modèle est un modèle PML.
Ce résultat s’appuie sur la résolution d’un système différentiel. L’écriture de ce système n’est
pas conditionnée par (H). Toutefois, sans (H), sa résolution n’est pas évidente et ne garantit
pas de conclure que le modèle est un modèle PML. Dans une deuxième partie, nous nous
intéressons au caractère bien posé du problème (P̃). Nous prouvons l’existence et l’unicité de
la solution PML.

5.2 Analyse du modèle par ondes planes

5.2.1 Définition

À l’aide d’une analyse par ondes planes, nous allons montrer que le modèle (P̃) est un
modèle de couches absorbantes parfaitement adaptées. Nous adoptons la définition proposée
dans [113].

Définition 5.2.1 Un modèle PML est un modèle de couche pour lequel on a :
(i) transmission parfaite entre l’espace libre et la couche, quels que soient la fréquence et

l’angle d’incidence,
(ii) décroissance exponentielle de la solution dans la couche.

Nous allons proposer deux démonstrations. La première, valable dans le cas où les tenseurs
[σ], [τ ], [η] et [ν] sont à coefficients constants, s’appuie sur des considérations physiques. La
seconde, plus abstraite, repose sur la résolution d’un système différentiel et permet de traiter le
cas général où les opérateurs de perturbation sont à coefficients variables. Néanmoins, l’étude
du cas où les opérateurs sont constants (première démonstration) indique les hypothèses
convenables à considérer pour traiter le cas général (seconde démonstration).

5.2.2 Analyse du modèle à coefficients constants

Dans cette partie, on se restreint au cas où les opérateurs [σ] et [τ ] (respectivement [η] et
[ν]) de MΣ+ (respectivement MΣ) sont à coefficients constants.
On cherche des ondes planes solutions de (P̃) sous la forme :

ψ = ψ0e
i(ωt−k·x), pour ψ = E,H,P,Q; (5.4)

avec

k = kxe1 + kye2 + kze3.

En injectant (5.4) dans le problème (P̃), on obtient le système :

iωε0E− rotH + [σ]E +
[ν]2

iε0ω
E = 0, (5.5)

iωµ0H + rotE + [τ ]H +
[η]2

iµ0ω
H = 0, (5.6)

iωε0P = [ν]E,
iωµ0Q = [η]H.
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Les équations (5.5) et (5.6) s’écrivent aussi sous la forme :
rotH =

(
iωε0[1] + [σ] +

[ν]2

iε0ω

)
E,

rotE = −
(
iωµ0[1] + [τ ] +

[η]2

iµ0ω

)
H;

(5.7)

où [1] désigne la matrice identité. Nous avons donc :
rotH = iωε0ME

rotE = −iωµ0NH
(5.8)

avec

M =


1 − i

σx
ε0ω

− ν2
x

ε20ω
2

0 0

0 1 − i
σy
ε0ω

− ν2
y

ε20ω
2

0

0 0 1 − i
σz
ε0ω

− ν2
z

ε20ω
2

 = diag(mx,my,mz)

et

N =


1 − i

τx
µ0ω

− η2
x

µ2
0ω

2
0 0

0 1 − i
τy
µ0ω

− η2
y

µ2
0ω

2
0

0 0 1 − i
τz
µ0ω

− η2
z

µ2
0ω

2

 = diag(nx, ny, nz).

Nous supposons désormais que les hypothèses de compatibilité suivantes sont satisfaites :

(H1)
[σ]
ε0

=
[τ ]
µ0

,

(H2)
[ν]2

ε20
=

[η]2

µ2
0

.

La condition (H1) correspond d’un point de vue physique à une condition d’impédance utilisée
notamment par Bérenger [18] (voir aussi [2], [115]). Quant à la condition (H2), elle est en
quelque sorte une adaptation (mathématique) de cette condition au modèle introduit. En
effet, grâce aux hypothèses (H1) et (H2), on a M = N et le système (5.8) devient :

rotH = iωε0ME,

rotE = −iωµ0MH.
(5.9)
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Dans ses travaux précurseurs, Bérenger [17] perturbait le système de Maxwell via l’introduc-
tion des conductivités [σ] et [τ ] et l’hypothèse (H1) lui permettait de récrire le modèle PML
sous la forme (5.9). Cette écriture est ici encore valable sous les hypothèses (H1) et (H2).
Compte tenu de la forme des champs, le système (5.9) s’écrit alors :

k ∧ H = −ωε0ME,

k ∧ E = ωµ0MH.
(5.10)

Nous allons maintenant déterminer la relation de dispersion vérifiée par le vecteur d’onde k.
Pour cela, on introduit les changements de variable suivants :

E′ = M 1
2E

H′ = M 1
2H

k′ =
M 1

2

(mxmymz)
1
2

k.

Le système (5.10) donne alors :
k′ ∧ H′ = −ωε0E′

k′ ∧ E′ = ωµ0H′

d’où la relation :

k′ ∧ (k′ ∧ E′) = (k′ · E′)k′ − (k′ · k′)E′ = −ω2ε0µ0E′.

Mais, par construction, E′ et k′ sont orthogonaux et la relation se simplifie donc en :

k′ · k′ = ω2ε0µ0.

On obtient finalement la relation de dispersion :

k2
x

mymz
+

k2
y

mxmz
+

k2
z

mxmy
= k2

0, (5.11)

où k0 = ω
√
ε0µ0 est la norme du vecteur d’onde dans l’espace libre.

La courbe définie par l’équation (5.11) admet (en coordonnées curvilignes) la représentation
paramétrique suivante :

kx = k0
√
mymz sinφ cos θ

ky = k0
√
mxmz sinφ sin θ

kz = k0
√
mxmy cosφ.

(5.12)

Dans ce qui précède, mxmy, mxmz et mymz sont complexes et la racine carrée de ces
nombres est définie à partir de la détermination principale du logarithme. Rappelons que
la détermination principale du logarithme est l’application z �→ Log z définie sur C \R− par :

∀z ∈ C \ R−, Log z = ln |z| + iArg z,

où z �→ Arg z est la détermination principale de l’argument (application continue de C \ R−
dans ] − π, π[). Les racines carrées écrites ci-dessus sont alors définies par :

∀z ∈ C \ R−,
√
z := e

1
2
Log z.
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Remarque 5.2.2 Notons que, si les coefficients des tenseurs n’étaient pas constants, k dépendrait
de x et le raisonnement précédent ne pourrait pas s’appliquer. En effet, les systèmes (5.9) et
(5.10) ne sont alors plus équivalents.

On considère maintenant une onde plane incidente se propageant dans le plan xy et qui tra-
verse l’interface {x = 0}. On souhaite déterminer les coefficients de réflexion à cette interface.
Les relations (5.12) deviennent :

kx = k0
√
mymz cos θ

ky = k0
√
mxmz sin θ

kz = 0.

Si l’on se place en mode TEz, le champ électrique incident est de la forme :

Ei = E0e
iωte−ik0(x cos θi+y sin θi)e3

et les champs réfléchis et transmis s’écrivent :

Er = rTEE0e
iωte−ik0(−x cos θr+y sin θr)e3

Et = tTEE0e
iωte−ik0(x

√
mymz cos θt+y

√
mxmz sin θt)e3

où θr = θi (égalité prouvée au chapitre 2) et rTE et tTE désignent les coefficients de réflexion
et de transmission en mode TEz. On déduit de ces valeurs et de (5.9) les champs magnétiques
incident :

Hi = E0

√
ε0
µ0
eiωte−ik0(x cos θi+y sin θi) (sin θie1 − cos θie2) ,

réfléchi :

Hr = rTEE0

√
ε0
µ0
eiωte−ik0(−x cos θr+y sin θr) (sin θre1 + cos θre2) ,

et transmis :

Ht = tTEE0

√
ε0
µ0
eiωte−ik0(x

√
mymz cos θt+y

√
mxmz sin θt)

(√
mz

mx
sin θte1 −

√
mz

my
cos θte2

)
Par ailleurs, on impose les conditions de continuité suivantes (voir chapitre 2) :

− continuité de la composante tangentielle de E à l’interface :

1 + rTE = tTE (5.13)
− continuité de la composante tangentielle de H à l’interface :

cos θi − rTE cos θi = tTE
√
mz

my
cos θt (5.14)

− continuité de la phase :
sin θi =

√
mxmz sin θt. (5.15)

Les relations (5.13) et (5.14) donnent le coefficient de réflexion RTE :

rTE =
cos θi −

√
mz
my

cos θt

cos θi +
√

mz
my

cos θt
. (5.16)
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Dans le cas TMz, on obtient de la même manière :

rTM =

√
mz
my

cos θt − cos θi

cos θi +
√

mz
my

cos θt
. (5.17)

Les relations (5.15), (5.16) et (5.17) montrent donc que, sous les conditions my = mz et
mx = m−1

z , on aurait rTE = rTM = 0. Nous allons montrer que ces conditions sont réalisables
et qu’elles ne contredisent ni (H1), ni (H2). Tout d’abord, la condition my = mz est simple à
réaliser : il suffit de prendre σy = σz et νy = νz. La condition mx = m−1

z s’écrit quant à elle :(
1 − i

σx
ε0ω

− ν2
x

ε20ω
2

)(
1 − i

σz
ε0ω

− ν2
z

ε20ω
2

)
= 1. (5.18)

Nous cherchons maintenant à montrer l’existence d’un opérateur [ν] vérifiant (5.18). Cher-
chant un tel opérateur à coefficients réels, nous montrons tout d’abord la proposition suivante :

Proposition 5.2.3 Il n’existe pas d’opérateur [ν] à coefficients réels vérifiant (5.18).

Preuve. Supposons qu’il existe un opérateur [ν] de MΣ solution de (5.18). En égalant les
parties réelles et imaginaires dans (5.18), on obtient alors le système suivant :

ν2
x

ε20ω
2

+
ν2
z

ε20ω
2

+
σxσz
ε20ω

2
=
ν2
xν

2
z

ε40ω
4
,

σx
ε0ω

+
σz
ε0ω

=
σzν

2
x

ε30ω
3

+
σxν

2
z

ε30ω
3
.

(5.19)

En posant :

s =
σx
ε0ω

+
σz
ε0ω

, p =
σxσz
ε20ω

2
;

S =
ν2
x

ε20ω
2

+
ν2
z

ε20ω
2
, P =

ν2
xν

2
z

ε40ω
4
;

le système (5.19) s’écrit aussi :
P = S + p, (5.20)

s =
σxν

2
z

ε30ω
3

+
σzν

2
x

ε30ω
3
. (5.21)

La définition de S et la relation (5.21) montrent que X1 :=
ν2
x

ε20ω
2

et X2 :=
ν2
z

ε20ω
2

vérifient :


X1 +X2 = S,

σz
ε0ω

X1 +
σx
ε0ω

X2 = s;
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c’est-à-dire, grâce à (5.20) :
X1 +X2 = P − p = X1X2 − p, (5.22)

σz
ε0ω

X1 +
σx
ε0ω

X2 = s. (5.23)

La relation (5.23) donne l’expression de X2 en fonction de X1 :

X2 =
ε0ω

σx
s− σz

σx
X1; (5.24)

ce qui montre, en injectant (5.24) dans (5.22), que X1 est solution de l’équation du second
degré :

X2 +
(
σx
σz

− ε0ωs

σz
− 1
)
X +

ε0ωs

σz
+ p

σx
σz

= 0. (5.25)

Comme ε0ωs = σx + σy, (5.25) se réduit à l’équation :

X2 − 2X + 1 +
σx
σz

+
σ2
x

ε20ω
2

= 0, (5.26)

qui n’a pas de racine réelle puisque son discriminant réduit vaut : −σx
σz

− σ2
x

ε20ω
2
< 0.

Par conséquent, ν2
x (donc νx) n’est pas réel. De la même manière, en déterminant l’équation

du second degré satisfaite par X2, on montre que νy n’est pas non plus réel. �

Nous établissons maintenant le résultat suivant :

Lemme 5.2.4 On suppose que σy = σz et νy = νz = ηy = ηz = 0. Il existe des valeurs de νx
et ηx satisfaisant à la fois mxmy = 1 et (H2). Ces applications vérifient

ν2
x =

σ2
y

1 + σ2
y

ε20ω
2

− i
(σx + σy)ε0ω + σ2

y
σx
ε0ω

1 + σ2
y

ε20ω
2

, (5.27)

η2
x =

τ2
y

1 + τ2
y

µ2
0ω

2

− i
(τx + τy)µ0ω + τ2

y
τx
µ0ω

1 + τ2
y

µ2
0ω

2

. (5.28)

Preuve. On cherche une valeur de νx vérifiant mxmy = 1, soit :(
1 − i

σx
ε0ω

− ν2
x

ε20ω
2

)(
1 − i

σy
ε0ω

)
= 1.

En écrivant ν2
x = a+ ib avec a, b ∈ R, on se ramène à résoudre le système :

−a− σxσy − b
σy
ε0ω

= 0

−σx − σy − b

ε0ω
+ a

σy
ε20ω

2
= 0
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d’où

a =
σ2
y

1 + σ2
y

ε20ω
2

et b = −(σx + σy)ε0ω + σ2
y
σx
ε0ω

1 + σ2
y

ε20ω
2

.

On prend donc pour νx une racine carrée de a+ ib et, pour ηx, une racine carrée de :

τ2
y

1 + τ2
y

µ2
0ω

2

− i
(τx + τy)µ0ω + τ2

y
τx
µ0ω

1 + τ2
y

µ2
0ω

2

.

L’hypothèse (H1) entrâıne alors
ν2
x

ε20
=
η2
x

µ2
0

. Autrement dit, sous les hypothèses de ce lemme,

la condition (H2) est une simple conséquence de la condition (H1). �

Désormais, nous faisons donc les hypothèses :

(H3) my = mz,

(H4) mx = m−1
z .

Comme nous l’avons prouvé au lemme 5.2.4, ces hypothèses sont notamment réalisées en
prenant σy = σz, νy = νz = ηy = ηz = 0 et νx, ηx définies par (5.27) et (5.28). Nous avons en
outre établi le résultat suivant.

Proposition 5.2.5 Sous les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4), rTE = rTM = 0.

Il reste à préciser le comportement du champ dans la couche, c’est-à dire la forme de l’onde
transmise. On a vu précédemment que, pour une onde se propageant dans le plan xy, on a
(quel que soit le mode de propagation) :

Et = eiωte−ik0(x
√
mymz cos θt+y

√
mxmz sin θt)A0,

c’est-à-dire, sous les hypothèses (H3) et (H4) :

Et = eiωte−ik0(xmy cos θt+y sin θt)A0.

Le nombre d’onde k0 étant réel positif, la décroissance exponentielle de l’onde transmise
est alors conditionnée par le terme my et seule sa partie imaginaire importe. En fait, il est
nécessaire d’avoir

Im (my) < 0 (5.29)

pour que le champ transmis décrôısse dans la direction de la PML. Maintenant, sous l’hy-
pothèse (H1) et en supposant que les tenseurs [σ], [τ ], [ν] et [η] sont définis par le lemme 5.2.4
(cas particulier des hypothèses (H2), (H3) et (H4)), on a :

my = 1 − i
σy
ε0ω

, (5.30)

d’où :

Et = e−λk0x cos θteiωte−ik0(x cos θt+y sin θt)A0

avec λ = σy
ε0ω

> 0 dans la couche {x > 0} ; d’où la décroissance exponentielle de l’onde trans-
mise.
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5.2.3 Analyse du modèle à coefficients variables

Dans le cas où les coefficients des tenseurs sont variables, nous proposons d’exprimer les
ondes se propageant dans la couche comme solutions d’un système différentiel d’ordre un.
Dans des travaux plus anciens consacrés au système de Maxwell 2D, Abarbanel et Gottlieb
[2] suivent une démarche similaire. Toutefois, ils n’exploitent pas directement les propriétés
du système et le résolvent en passant par des équations différentielles du second ordre non
standard.

5.2.3.1 Analyse dans le cas d’une couche infinie

On s’intéresse de nouveau au problème (P̃) en considérant une onde électromagnétique
plane (E,H) de plan d’incidence Oxy (kz = 0). Comme précédemment, le problème se ramène
à l’étude des deux cas de polarisation de l’onde, le cas TEz et le cas TMz. Nous traitons
seulement le cas TEz, la démonstration dans le cas TMz étant analogue. Nous nous plaçons
en outre dans le cadre du paragraphe précédent en supposant que les conditions (H1), (H2),
(H3) et (H4) sont satisfaites. Comme le champ est supposé transverse électrique, on a :

E =

 0
0
Ez

 , H =

 Hx

Hy

0

 ;

et, compte tenu des hypothèses, le système (P̃) s’écrit :
ε0∂tEz − ∂xHy + ∂yHx + σzEz = 0, (5.31)
µ0∂tHx + ∂yEz + τxHx + ηxQx = 0, (5.32)
µ0∂tHy − ∂xEz + τyHy = 0, (5.33)
µ0∂tQx − ηxHx = 0. (5.34)

On souhaite résoudre le problème précédent dans R3 tout entier et pour cela, on cherche des
solutions du système (5.31)-(5.34) de la forme : Ez

Hx

Hy

 = A0e
i(ωt−kxx−kyy)

 1
ky
ωµ0

− kx
ωµ0

 pour x ≤ 0, (5.35)


Ez
Hx

Hy

Qx

 = ei(ωt−kyy)


ez
hx
hy
qx

 pour x > 0, (5.36)

où ez, hx, hy et qx sont des applications qui dépendent uniquement de la variable x.
Tout d’abord, l’équation (5.34) donne qx en fonction de hx :

qx =
ηx
iωµ0

hx.
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En injectant (5.36) dans le système (5.31)-(5.34), le problème revient donc à trouver ez , hx
et hy solutions de :

iωε0mzez = h′y + ikyhx, (5.37)
iωµ0nxhx = ikyez, (5.38)
iωµ0nyhy = e′z, (5.39)

où mz, nx et ny désignent les quantités introduites au paragraphe précédent et (·)′ =
d(·)
dx

.

La relation (5.38) donne alors

hx =
ky

ωµ0nx
ez,

d’où, grâce à (5.37),

h′y =
iω2ε0µ0nxmz − ik2

y

ωµ0nx
ez =

ik2
xnxmz + ik2

ynxmy − ik2
y

ωµ0nx
ez

puisque ω2ε0µ0 = k2
x + k2

y .
Par conséquent, on doit résoudre le système différentiel :

d

dx


ez

hy

 =


0 iωµ0ny

ik2
xnxmz + ik2

ynxmy − ik2
y

ωµ0nx
0



ez

hy

 .
Afin de résoudre ce système, nous allons diagonaliser la matrice

L =


0 iωµ0ny

ik2
xnxmz + ik2

ynxmy − ik2
y

ωµ0nx
0

 .
Son polynôme caractéristique s’écrit :

χL(X) = X2 + ny

(
k2
xmz + k2

ymy −
k2
y

nx

)
, (5.40)

donc L admet deux valeurs propres distinctes γ et −γ. Cette matrice est donc diagonalisable
et semblable à D = diag(γ,−γ). Notons

Q =


1 − iωµ0ny

γ

γ

iωµ0ny
1


la matrice de passage de la base canonique à la base de vecteurs propres de L. On a :

Q−1 =
1
2


1

iωµ0ny
γ

− γ

iωµ0ny
1


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et

Q−1LQ = D. (5.41)

Nous avons alors :

d

dx

 ez

hy

 = L
 ez

hy

 = QDQ−1

 ez

hy

 ,
donc

Q−1 d

dx

 ez

hy

 = DQ−1

 ez

hy

 . (5.42)

Comme Q−1 dépend de la variable x, on ne peut pas récrire (5.42) sous la forme :

d

dx
W = DW, (5.43)

où

W = Q−1

 ez

hy

 . (5.44)

En revanche, sous les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4) dégagées au paragraphe précédent
nous avons :

ny = my = mz = m−1
x = n−1

x ;

donc la matrice L s’écrit 0 iωµ0my

ik2
x
my
ωµ0

0


et ses valeurs propres sont ±γ, avec γ = imykx. Sous ces hypothèses, la matrice Q−1 ne
dépend pas de x puisque :

Q−1 =
1
2


1

ω

kx
µ0

− kx
ωµ0

1

 .
Ainsi, nous disposons du système différentiel (5.43). On déduit qu’il existe des constantes A
et B telles que :

W =

 Ae
� x
0
γ(s) ds

Be−
� x
0 γ(s) ds

 ,

88



et la relation (5.44) fournit les valeurs de ez et hy :
ez = Ae

� x
0
γ(s) ds − ω

kx
µ0Be

− � x
0
γ(s) ds,

hy = kx
ωµ0

Ae
� x
0 γ(s) ds +Be−

� x
0 γ(s) ds.

(5.45)

Pour déterminer les constantes A et B, on utilise la continuité de Ez et Hy à travers l’interface
{x = 0} (voir le chapitre 2, partie 2.5), c’est-à-dire les relations :

ez(0) = A0 et hy(0) = − kx
ωµ0

A0.

Il vient :

A = 0 et B = − kx
ωµ0

A0.

Enfin, comme précédemment, si [ν] et [η] sont les tenseurs définis au lemme 5.2.4, on a
my = 1 − i

σy
ε0ω

; donc γ = ikx +
σy
ωε0

kx, d’où :



Ez

Hx

Hy

Qx


= A0e

i(ωt−kxx−kyy)e−
kx
ωε0

� x
0 σy(s) ds



1

my
ky
ωµ0

− kx
ωµ0

−iηxmy
ky
ω2µ2

0


.

On vient donc de montrer de nouveau que le modèle (P̃) est un modèle PML.
Notons qu’en imposant σy(0) = 0, on assure aussi la continuité de Hx à l’interface : il n’y
a alors pas de passage brutal de l’espace libre à la couche, ce que l’on ne saurait réaliser en
choisissant σy constante. La continuité de Qx nécessiterait, quant à elle, d’imposer en outre
σx(0) = 0.

Remarque 5.2.6 La technique que nous venons d’utiliser permet de démontrer, sans avoir
recours à des équations différentielles du second ordre, que les modèles présentés dans [2] et
[113] sont des modèles PML.

5.2.3.2 Cas d’une couche d’épaisseur finie

En pratique, on ne se place pas dans le cadre précédent mais on utilise une couche
d’épaisseur finie {0 ≤ x ≤ a}. On doit alors imposer des conditions à la fin de la couche.
On reprend donc le travail mené au paragraphe prédédent en imposant les conditions usuelles
(conductivité parfaite) : continuité de E à l’interface ainsi que Hy(a) = 0, i.e. ez(0) = A0 et
hy(a) = 0. La résolution du système (5.45) avec ces nouvelles contraintes donne :

A =
A0e

−2Ja

1 + e−2Ja
et B = − kx

ωµ0

A0

1 + e−2Ja
,
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avec Ja =
∫ a

0
γ(s) ds = ikxa+

kx
ε0ω

∫ a

0
σy(s) ds.

En prenant
∫ a
0 σy(s) ds suffisamment grand on peut donc rendre A aussi proche de 0 (et

B aussi proche de − kx
ωµ0

A0) que l’on veut et ainsi tendre vers le cas de la couche infinie
étudiée précédemment. Comme il est souligné dans [113], tout revient à trouver un équilibre
convenable entre la fonction σy et l’épaisseur a de la couche.
Pour terminer cette partie, nous précisons la valeur des champs dans la couche :

Ez =
A0

1 + e−2Ja

(
1 + e−2ikx(x−a)e−2 kx

ωµ0

� a
x σy(s) ds

)
ei(ωt−kxx−kyy)e−

kx
ωε0

� x
0 σy(s) ds,

Hx =
kymy

ωµ0
Ez

Hy =
kx
ωµ0

A0

1 + e−2Ja

(
e−2ikx(x−a)e−2 kx

ωµ0

� a
x σy(s) ds − 1

)
ei(ωt−kxx−kyy)e−

kx
ωε0

� x
0 σy(s) ds,

Qx = −iηx kymy

ω2µ2
0

Ez.

5.3 Formulation du modèle PML

Le lemme 5.2.4 montre qu’il existe au moins un couple de tenseurs [ν] et [η] pour lequel les
solutions ondes planes se propageant dans {x < 0} sont parfaitement transmises dans {x > 0}
avec une atténuation exponentielle dans le milieu absorbant. Cependant, on remarque que les
tenseurs [ν2] et [η2] sont définis par des fonctions dépendant de x et de ω. La formulation du
système PML est donc plus complexe qu’on ne le pensait. En effet, les matrices [ν2] et [η2]
doivent plutôt être vues comme les symboles d’opérateurs pseudo-différentiels par rapport au
temps, à coefficients variables ne dépendant que de x. Ainsi, une formulation plus correcte du
modèle PML est la suivante. Le quadruplet (E,H,P,Q) vérifie le système :

ε0∂tE − rotH + [σ]E + [A]P = 0,

µ0∂tH + rotE + [τ ]H + [B]Q = 0,

ε0∂tP − [A]E = 0,

µ0∂tQ− [B]H = 0;

(5.46)

où [A] et [B] sont des tenseurs diagonaux dont les coefficients sont des opérateurs pseudo-
différentiels en temps et à coefficients variables ne dépendant que de x. Les tenseurs [ν] et [η]
de l’analyse précédente peuvent alors être vus comme les symboles respectifs des opérateurs
[A] et [B] à condition que l’on ait la propriété suivante : pour tout champ d’ondes planes
ψ = ψ0e

i(ωt−k.x),

[A]ψ = [ν]ψ et [B]ψ = [η]ψ; (5.47)

où [ν] et [η] cöıncident avec les symboles de [A] et [B]. La propriété (5.47) est immédiate si
[A] et [B] sont des tenseurs d’opérateurs différentiels. Elle est aussi vérifiée par des opérateurs
pseudo-différentiels classiques si on adopte la formule de représentation donnée au chapitre 1.
Rappelons qu’un opérateur pseudo-différentiel classique T admet la représentation intégrale :

Tφ(y) =
1

(2π)N

∫
eiy·ξt(y, ξ)φ̂(ξ) dξ,
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où ξ désigne la variable duale de y par transformée de Fourier. La fonction t := t(y, ξ)
représente le symbole de T . La vérification de (5.47) est une conséquence immédiate de la
propriété :

t(y, ξ) = e−iy·ξT (eiy·ξ).

Désormais, les opérateurs [A] et [B] devront être vus comme des opérateurs pseudo-différentiels
admettant la représentation :

[A]u(t, x) = (2π)−1/2

∫
R

a(ω, x)eiωtFt u(ω, x) dω,

[B]u(t, x) = (2π)−1/2

∫
R

b(ω, x)eiωtFt u(ω, x) dω;

avec a(x, ω) = [ν] et b(x, ω) = [η]. La notation Ft désigne la transformée de Fourier partielle
en temps. On peut remarquer que les symboles de [A] et [B] ne dépendent que de x et de ω.
Cette propriété est vérifiée par toute solution de l’équation (5.18). Les opérateurs [A] et [B]
définis par le lemme 5.2.4 sont des opérateurs pseudo-différentiels de OPS1/2(Rt), c’est-à-dire
des opérateurs pseudo-différentiels en temps d’ordre 1/2 dont les coefficients sont réguliers et
s’expriment en fonction des tenseurs [σ] et [τ ] respectivement. Le lemme 5.2.4 ne définit pas
directement les symboles de [A] et [B]. Cependant, il les détermine de façon complète car les
symboles de [A] et [B] ne dépendent que de x et ω. La règle de composition des opérateurs
pseudo-différentiels s’applique donc très simplement ici et on a :

s([A])2 = s([A]2), s([B])2 = s([B]2);

où s([A]) et s([B]) désignent les symboles respectifs de [A] et [B]. Dans le cas général, s([A])2

ne définit que le symbole principal de [A]2. Le lemme 5.2.4 donne un exemple d’opérateurs
[A] et [B] via leur symbole. Notons que ν2

x et η2
x sont des fractions rationnelles en ω dont le

numérateur est de degré 1 et le dénominateur est de degré 0. D’après [120] ou [126], [A]2 et
[B]2 sont des opérateurs de OPS1(Rt) et, par conséquent, [A] et [B] sont des opérateurs de
OPS1/2(Rt).
La formulation (5.46) fait donc intervenir des opérateurs pseudo-différentiels. Ces opérateurs
ne sont pas forcément très simples à utiliser, notamment d’un point de vue numérique. Tou-
tefois, le couplage du système de Maxwell avec des opérateurs pseudo-différentiels peut être
évité. En effet, [A] et [B] interviennent à la fois dans la construction des inconnues auxiliaires
P et Q, et dans la perturbation des équations de Maxwell. Cependant, on pourrait procéder
autrement lorsque ν2

x et ν2
z (et donc ν2

y) sont des fractions rationnelles en ω. On peut poser :

[A]2 = [A1][A2],

où [A1] est un opérateur différentiel dont le symbole est donné par le numérateur des coeffi-
cients de [ν2] et [A2] est l’inverse d’un opérateur différentiel dont le symbole est donné par
le dénominateur des coefficients de [ν2]. Dans ce cas, une autre formulation équivalente de
(5.46) est donnée par le système :

ε0∂tE − rotH + [σ]E + [A1]P = 0,

µ0∂tH + rotE + [τ ]H + [B1]Q = 0,

ε0∂t[A2]−1P− E = 0,

µ0∂t[B2]−1Q − H = 0;
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qui ne fait intervenir que des opérateurs différentiels, ce qui est plus agréable. Cependant, cette
formulation augmente le degré des équations différentielles vérifiées par les inconnues auxi-
liaires. On peut évidemment choisir d’autres façons de décomposer [A]2 et proposer d’autres
formulations du modèle PML. Ces formulations sont équivalentes car elles sont associées à la
même écriture symbolique, comme le montre l’analyse par ondes planes. Cette analyse (menée
à la section 5.2) permet d’ailleurs d’énoncer le résultat suivant.

Théorème 5.3.1 Soient [σ] et [τ ] deux tenseurs de MΣ+ vérifiant la condition de compati-
bilité (H1) et tels que σy = σz. Si [A] et [B] désignent les opérateurs pseudo-différentiels dont
les symboles [ν] et [η] sont définis au lemme 5.2.4, alors :

1) les hypothèses (H2), (H3) et (H4) sont satisfaites,
2) le modèle (P̃) est un modèle PML.

5.4 Remarques sur le modèle PML construit

5.4.1 Comparaison avec un modèle existant

L’analyse par ondes planes du modèle PML présenté dans [115] (voir aussi [135]) conduit
à l’étude du système :

iωε0M̃E = rotH,

iωµ0M̃H = −rotE,

où M̃ = diag (m̃x, m̃y, m̃z) est une matrice dépendant de ω et des coefficients d’amortissement
définis par le tenseur [σ]. Dans [115] et [135], on montre que l’on obtient un modèle PML
(dans la direction des x) si les conditions suivantes sont satisfaites :

m̃y = m̃z, m̃xm̃z = 1, et Im (m̃y) < 0.

Autrement dit, l’analyse par ondes planes que nous avons menée conduit aux mêmes condi-
tions PML que dans ces travaux (hypothèses de la proposition 5.2.5 et condition (5.29)).

5.4.2 Recherche d’un autre tenseur [ν] convenable

Il est possible de construire un autre tenseur [ν] vérifiant (5.18) et tel que l’on obtienne
un modèle PML. Par exemple, en prenant νx = νz, l’équation (5.18) s’écrit :

X2 + ε0ω [i(σx + σz) − 2ε0ω]X − ε20ω
2 [iε0ω(σx + σz) + σxσz] ,

avec X = ν2
x. Le discriminant de cette équation est donné par :

ε20ω
2
[
4ε20ω

2 − (σx − σz)2
]
.

Par conséquent, on obtient :

ν2
x = ε20ω

2 − iε0ω
σx + σz

2
± ε0ω

2

√
4ε20ω2 − (σx − σz)2, (5.48)

pour 4ε20ω
2 ≥ (σx − σz)2. Afin de réaliser l’hypothèse (H1), nous imposons maintenant :

σy = σz, (5.49)

92



et

νy = νz (donc νx = νy = νz). (5.50)

En prenant ν2
x défini par (5.48), on a alors mymz = 1 et rTE = rTM = 0 puisque les

hypothèses de la proposition 5.2.5 sont vérifiées. On définit alors [η] à l’aide de (H2) et du
tenseur [ν] considéré ci-dessus. Enfin, d’après (5.29), la décroissance exponentielle de l’onde
dans la couche est assurée si :

Im(my) < 0.

Mais, d’après (5.48), (5.49) et (5.50), on a :

my = 1 − i
σy
ε0ω

− ν2
y

ε20ω
2

= 1 − i
σy
ε0ω

− ν2
x

ε20ω
2

= 1 − i
σz
ε0ω

− ν2
x

ε20ω
2

= 1 − i
σz
ε0ω

− 1 + i
σx + σz
2ε0ω

± 1
2ε0ω

√
4ε20ω2 − (σx − σz)2

= ± 1
2ε0ω

√
4ε20ω2 − (σx − σz)2 − i

σz − σx
2ε0ω

.

Par conséquent, si l’on choisit σz > σx, la partie imaginaire de my est strictement négative
et le tenseur [ν] que l’on vient de construire convient. Nous avons donc obtenu le résultat
suivant, analogue au théorème 5.3.1 mais pour ces nouveaux tenseurs [ν] et [η] construits.

Théorème 5.4.1 Soient [σ] et [τ ] deux tenseurs de MΣ+ vérifiant la condition de compa-
tibilité (H1) et tels que σy = σz et σz > σx. Si [A] et [B] désignent les opérateurs pseudo-
différentiels dont les symboles [ν] et [η] sont par (5.48), (5.50) et (H2), alors :

1) les hypothèses (H3) et (H4) sont satisfaites,
2) le modèle (P̃) est un modèle PML.

5.4.3 Variantes

Dans la suite, nous allons étudier plus particulièrement le modèle nous avons présenté au
début de ce chapitre. Après avoir étudié ses propriétés mathématiques au paragraphe 5.5, nous
verrons au chapitre consacré aux simulations numériques (chapitre 6) qu’il est intéressant car
on peut éliminer les inconnues auxiliaires, ce qui améliore les performances de la méthode en
terme de coût numérique. On peut néanmoins construire d’autres modèles PML en partant
d’un modèle du type (P̃).

Nous présentons ici deux autres modèles PML dont la méthode de construction est guidée
par le profil de modèles existants : le modèle de Bérenger [18] et le modèle étudié dans [114]
(voir aussi [91]). Nous avons vu que, dans le domaine fréquentiel, le modèle (P̃) s’écrit, après
élimination des inconnues P et Q :

iωε0ME = rotH, iωµ0MH = −rotE.

Dans les modèles [18] et [114], la matrice M s’écrit

M = [1] +
[σ]
iωε0

(5.51)
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pour le premier, et

M = [κ] +
[σ]
iωε0

(5.52)

pour le second, avec :

[σ] =

 σx 0 0
0 σy 0
0 0 σz

 et [κ] =

 κx 0 0
κy 0

0 0 κz

 .
L’introduction d’un tenseur [κ] identiquement égal à [1] dans le milieu réel et à coefficients
supérieurs ou égaux à 1 dans le milieu PML est motivé dans [114] par la nécessité d’atténuer
les ondes évanescentes dans la PML, ce qui n’est pas le cas du modèle [18].
Nous allons remplacer ε0 et µ0 par des tenseurs [ε] et [µ] toujours diagonaux et tels que l’on
retrouve (5.51) ou (5.52). On se place de nouveau dans le cas où la condition de compatibilité
(H1) est satisfaite. Afin d’obtenir une matrice M du type (5.51) ou (5.52), on construit [ε] et
[µ] de sorte que les tenseurs [ν] et [η] sont éliminés dans le modèle. Cela revient à imposer

iω[ε] +
[ν]2

iω
[ε]−1 = iωε0[1] (c’est-à-dire [ε] − [ν]2

ω2
[ε]−1 = ε0[1])

pour retrouver (5.51), et

iω[ε] +
[ν]2

iω
[ε]−1 = iωε0[κ] (c’est-à-dire [ε] − [ν]2

ω2
[ε]−1 = ε0[κ])

pour retrouver (5.52). La construction de [µ] s’établit alors grâce à la condition de compati-
bilité. Évidemment, la construction de [ε] et [µ] ne montre pas que le modèle est un modèle
PML. Il reste à faire l’analyse par ondes planes.
Nous présentons maintenant deux modèles pour lesquels cette analyse assure qu’ils sont par-
faitement adpatés. Désormais, nous faisons l’hypothèse :

νx = ηx = 0. (5.53)

Nous cherchons alors des valeurs positives de εy, εz, µy et µz qui vérifient :

∀α = y, z


iωεα +

ν2
α

iωεα
= iωκαε0,

iωµα +
η2
α

iωµα
= iωκαµ0;

avec :

(i) κα = 1 dans R3 si on cherche à retrouver (5.51) et κα = 1 dans {x < 0} ;

(ii) κα ≥ 1 dans {x ≥ 0} si on veut retrouver (5.52).

Nous cherchons donc des valeurs positives de εy, εz, µy et µz telles que :

∀α = y, z


ε2α − καε0εα − ν2

α

ω2
= 0,

µ2
α − καε0µα − ν2

α

ω2
= 0.
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On obtient alors :

∀α = y, z, εα =
καε0 +

√
κ2
αε

2
0 + 4 ν

2
α
ω2

2
et µα =

καµ0 +
√
κ2
αµ

2
0 + 4η

2
α
ω2

2
. (5.54)

Ensuite, on détermine εx pour que le modèle soit un modèle PML. Compte tenu de (5.53) et
(5.54), la matrice M s’écrit :

M =


εx
ε0

− i
σx
ε0ω

0 0

0 κy − i
σy
ε0ω

0

0 0 κz − i
σz
ε0ω

 .
On applique le même raisonnement qu’au paragraphe 5.2 : l’onde incidente est parfaitement
transmise si les hypothèses (H3) et (H4) sont satisfaites. En choisissant :

σy = σz et κy = κz, (5.55)

on assure la condition (H3). Afin de réaliser la condition (H4), on cherche εx sous la forme
εx = κxε0 + δ, avec δ ∈ C. La valeur de µx sera alors donnée par la condition de compatibilité
µ0εx = ε0µx. La condition (H4) s’écrit :(

κx +
δ

ε0
− i

σx
ε0ω

)(
κy − i

σy
ε0ω

)
= 1.

En écrivant δ = a+ ib, il vient :

a =
σxσy
ε0ω2 (1 − κy) + ε0(1 − κxκy) − κxσ2

y

ε0ω2

κy + σ2
y

ε20ω
2

et b =
κ2
y
σx
ω + σxσ2

y

ε20ω
3 + σy

ω

κy + σ2
y

ε20ω
2

.

On en déduit donc que :

εx = κxε0 +
σxσy

ε0ω
2 (1−κy)+ε0(1−κxκy)−κxσ

2
y

ε0ω
2

κy+
σ2
y

ε2
0
ω2

+ i
κ2
y
σx
ω

+
σxσ

2
y

ε2
0
ω3 +

σy
ω

κy+
σ2
y

ε2
0
ω2

, (5.56)

µx = κxµ0 +
τxτy

µ0ω
2 (1−κy)+µ0(1−κxκy)− κxτ

2
y

µ0ω
2

κy+
τ2y

µ2
0
ω2

+ i
κ2
y
τx
ω

+
τxτ

2
y

µ2
0ω

3 +
τy
ω

κy+
τ2y

µ2
0
ω2

. (5.57)

Enfin, comme

my = κy − i
σy
ωε0

,

le raisonnement mené au paragraphe 5.2 montre que l’onde décrôıt exponentiellement dans
la couche puisque :

Et = e−λk0x cos θteiωte−ik0(xκy cos θt+y sin θt)A0,

avec λ = σy
ε0ω

> 0 dans la couche {x > 0}.

Nous venons donc d’établir le résultat suivant.

Proposition 5.4.2 On suppose que [ε] et [µ] sont définis par (5.54), (5.56) et (5.57) et
que les hypothèses (H1), (5.53) et (5.55) sont satisfaites. Alors, le système (P̃), modifié en
changeant ε0 en [ε] et µ0 en [µ], est un modèle PML.

95



5.5 Propriétés mathématiques du modèle PML

Nous avons vu dans la partie 5.3 qu’à partir du modèle fréquentiel (5.7), on peut donner
plusieurs formulations du modèle PML qui sont toutes équivalentes. Dans cette partie, nous
choisissons une formulation et nous établissons un résultat d’existence et unicité.

5.5.1 Introduction

Nous fixons T > 0 et nous considérons le problème :

(P̃1)



∂tE − rotH + [σ]E + P = 0 dans R3 × [0, T ], (5.58)
∂tH + rotE + [τ ]H + Q = 0 dans R3 × [0, T ], (5.59)
∂tP = [Λ]E dans R3 × [0, T ], (5.60)
∂tQ = [Γ]H dans R3 × [0, T ], (5.61)
E(x, 0) = E0(x), H(x, 0) = H0(x) dans R3,

P(x, 0) = Q(x, 0) = 0 dans R3.

Les tenseurs [σ] et [τ ] sont des éléments de MW , espace des opérateurs diagonaux à coefficients
dans W , avec

W = {w ∈ L∞(R), ∀x < 0, w(x) = 0}.
Les notations associées à ces tenseurs sont les mêmes que celles introduites au chapitre 3.
Contrairement à ce qui a été fait dans ce chapitre, nous ne faisons pas ici d’hypothèse de
signe sur [σ] et [τ ]. Par ailleurs, nous notons désormais, pour tout s > 0, Xs l’espace défini
par :

Xs = C0
(
[0, s]; L2(R3)

)
;

espace de Banach pour la norme du sup || · ||
Xs

:

∀u ∈ Xs, ||u||
Xs

= sup
0≤w≤s

||u(·, w)||0.

Les opérateurs [Λ] et [Γ] sont des opérateurs pseudo-différentiels en temps dont les symboles
respectifs sont [ν2] et [η2]. Les tenseurs [ν2] et [η2] ont été définis dans la partie 5.2. Ils sont
diagonaux et chacun de leurs coefficients est une fonction de ω et de x.
On note S1

1,0(x) la classe des symboles tels que :

∀s(ω, x) ∈ S1
1,0(x), |∂αω s(ω, x)| ≤ Cα|ω|1−α, α ∈ N.

Cette classe de symboles a été définie dans [120]. Dans cette partie, nous allons supposer que
[ν2] et [η2] sont à coefficients dans S1

1,0(x). Ainsi, les opérateurs [Λ] et [Γ] sont des opérateurs
de OPS1 en temps, à coefficients dans W .

5.5.2 Existence et unicité de la solution PML

Le caractère pseudo-différentiel en temps de [Λ] et [Γ] ne permet pas d’appliquer directe-
ment le théorème de Hille-Yosida, comme cela a été fait au chapitre 3. C’est pour cette raison
que nous allons procéder différemment pour prouver que le problème (P̃1) admet une unique
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solution. Désormais, nous supposons que les opérateurs pseudo-différentiels [Λ] et [Γ] vérifient
les hypothèses suivantes :

[Λ] = [λ]∂t + [Λ0], [Γ] = [γ]∂t + [Γ0]; (5.62)

où [λ], [γ], [Λ0] et [Γ0] sont tels que :

(i) [λ], [γ] ∈MW (5.63)

(ii) [Λ0], [Γ0] : C0
(
[0, T ]; L2(R3)

) −→ C0
(
R+; L2(R3)

)
(5.64)

(iii) il existe une constante C(T ) dépendant uniquement de T telle que :∣∣∣∣∣∣ ∫ t

0
[Λ0]u(., ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣
0
≤ C(T )||u||

Xs
et
∣∣∣∣∣∣ ∫ t

0
[Γ0]u(., ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣
0
≤ C(T )||u||

Xs
,

(5.65)

pour tout s dans [0, T ], tout u dans Xs et tout t dans [0, s].
Nous établissons alors le résultat suivant.

Théorème 5.5.1 Soient E0,H0 dans L2(R3) ; [σ], [τ ] dans MW ; [Λ], [Γ] deux opérateurs
pseudo-différentiels vérifiant (5.62), (5.63), (5.64) et (5.65). Alors, le problème (P̃1) admet
une unique solution

(E,H,P,Q) dans X4
T = C0

(
[0, T ],L2(R3)

)4
.

De plus, il existe une constante C dépendant uniquement de t telle que :

∀t > 0, ||E(., t),H(., t)||0 ≤ ||E0,H0||0 eCt. (5.66)

Preuve. 1) Existence. Sous l’hypothèse (5.62), on obtient, en intégrant les équations (5.60)
et (5.61) entre 0 et t :

P(., t) = [λ]E(., t) +
∫ t

0
[Λ0]E(., s) ds − [λ]E0 (5.67)

Q(., t) = [γ]H(., t) +
∫ t

0
[Γ0]H(., s) ds − [γ]H0. (5.68)

Le couple (P,Q) appartient bien à XT × XT d’après l’hypothèse (5.64). On injecte alors les
relations (5.67) et (5.68) dans (5.58) et (5.59), ce qui conduit au système :

∂tE − rotH + [σ]E + [λ]E(., t) +
∫ t

0
[Λ0]E(., s) ds − [λ]E0 = 0,

∂tH + rotE + [τ ]H + [γ]H(., t) +
∫ t

0
[Γ0]H(., s) ds − [γ]H0 = 0;

(5.69)

que l’on écrit sous la forme :

d

dt

 E(t)

H(t)

 = A

 E(t)

H(t)

+B

 E(t)

H(t)

 (5.70)
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où A est l’opérateur maximal monotone :

A : D(A) = V × V → L2(R3) × L2(R3),

défini par :

A =
[

0 rot
−rot 0

]
;

et B est l’opérateur défini par :

B

 E(t)

H(t)

 =


−[λ+ σ]E −

∫ t

0
[Λ0]E(., s) ds + [λ]E0

−[γ + τ ]H −
∫ t

0
[Γ0]H(., s) ds + [γ]H0

 .
Nous allons maintenant utiliser l’estimation suivante :

∃C1(T ) > 0, ∀s ∈ [0, T ], ∀u ∈ Xs × Xs, ||Bu||
Xs

≤ C1(T )||u||
Xs
. (5.71)

Commençons par démontrer ce résultat. Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons,
pour tout u = (E,H) dans Xs × Xs :

∀w ∈ [0, s], ||Bu(., w)||20 ≤ 2

(
||[λ+ σ]E(., w)||20 + ||[λ]E0||20 +

∣∣∣∣∣∣ ∫ w

0
[Λ0]E(., ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣2
0

+ ||[γ + τ ]H(., w)||20 + ||[γ]H0||20 +
∣∣∣∣∣∣ ∫ w

0
[Γ0]H(., ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣2
0

)
.

Comme, pour 0 ≤ w ≤ s, ||E(., w)||0 ≤ ||E||
Xs

≤ ||u||Xs et ||H(., w)||0 ≤ ||H||
Xs

≤ ||u||Xs ,
l’inégalité précédente entrâıne :

∀w ∈ [0, s], ||Bu(., w)||20 ≤ 2
(|λ+ σ|2 + |λ|2 + |γ + τ |2 + |γ|2) ||u||2

Xs

+2

(∣∣∣∣∣∣ ∫ w

0
[Λ0]E(., ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣2
0
+
∣∣∣∣∣∣ ∫ w

0
[Γ0]H(., ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣2
0

)
.

L’hypothèse (5.65) montre alors que :

||Bu(., w)||20 ≤ 2
(|λ+ σ|2 + |λ|2 + |γ + τ |2 + |γ|2 + C(T )2

) ||u||2
Xs
,

d’où :

||Bu||2
Xs

≤ 2
(|λ− σ|2 + |λ|2 + |γ − τ |2 + |γ|2 + C(T )2

) ||u||2
Xs
,

ce qui démontre l’inégalité (5.71). Maintenant, nous définissons la suite (un)n∈N
d’éléments

de XT par :
u0(t) = etA

[
E0

H0

]
= etAu0,

∀n ≥ 0, un+1(t) =
∫ t

0
e(t−s)ABun(s) ds.
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Nous allons montrer que
∑
n≥0

un converge normalement sur l’espace de Banach XT et que la

somme est solution du système (5.70). Tout d’abord, notons que la suite un est bien définie.
En effet, u0 appartient à XT et, si un ∈ XT , alors Bun ∈ XT (d’après (5.64) et (5.65)), donc
un+1 ∈ XT . Afin d’établir la convergence normale de la série, nous montrons, par récurrence
sur n que :

∀n ∈ N, ∀s ∈ [0, T ], ||un||Xs ≤
C1(T )nsn

n!
||u0||0, (5.72)

où C1(T ) est la constante introduite dans (5.71). Tout d’abord, (5.72) est vraie pour n = 0
étant donné que :

∀t ∈ [0, s], ||u0(t)||0 = ||etAu0||0 ≤ ||etA|| ||u0||0 ≤ ||u0||0,
puisque A engendre un semi-groupe de contraction et donc ||etA|| ≤ 1. Supposons maintenant
que (5.72) est vérifiée au rang n. On a alors :

∀t ∈ [0, s], ||un+1(t)||0 =
∫ t

0
||Bun(w)||0 dw. (5.73)

Par ailleurs,

∀w ∈ [0, t], ||Bun(w)||0 ≤ ||Bun||Xw ,
ce qui entrâıne, d’après (5.71),

∀w ∈ [0, t], ||Bun(w)||0 ≤ C1(T )||un||Xw .
En appliquant l’hypothèse de récurrence à cette dernière inégalité, on obtient :

∀w ∈ [0, t], ||Bun(w)||0 ≤ C1(T )n+1wn

n!
||u0||0.

Grâce à (5.73), on a donc :

∀t ∈ [0, s], ||un+1(t)||0 ≤ C1(T )n+1

n!
||u0||0
∫ t

0
wn dw

≤ C1(T )n+1 tn+1

(n + 1)!
||u0||0,

d’où ||un||Xs ≤ C1(T )n+1 sn+1

(n+1)! ||u0||0, ce qui démontre l’inégalité (5.72) au rang n+1. L’estima-
tion (5.72) prouve que l’on a, en particulier :

||un||XT ≤ C1(T )nT n

n!
||u0||0;

ce qui montre que
∑
n≥0

un converge normalement sur XT . Notons u la somme de cette série :

∀t ∈ [0, T ], u(t) =
∞∑
n=0

un(t).
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L’application u ∈ XT × XT est solution de (5.70) puisque :

d

dt
u(t) = AetAu0 +

∞∑
n=0

(
Aun+1(t) +Bun(t)

)
= Au(t) +Bu(t).

2) Unicité. Supposons que (5.70) admette deux solutions u et v associées à la même condition
initiale u0 = t[E0,H0]. On a alors :

u(t) = etAu0 +
∫ t

0
e(t−s)ABu(s) ds,

v(t) = etAu0 +
∫ t

0
e(t−s)ABv(s) ds;

donc :

u(t) − v(t) =
∫ t

0
e(t−s)AB

(
u− v
)
(s) ds. (5.74)

Nous montrons alors que :

∀n ∈ N, ∀s ∈ [0, T ], ||u − v||
Xs

≤ C1(T )n+1sn+1

(n+ 1)!
||u − v||

Xs
. (5.75)

La relation (5.75) est vraie au rang 0 puisque :

∀t ∈ [0, s], ||u(t) − v(t)||0 ≤
∫ t

0
||B(u − v

)
(w)||

0
dw

≤
∫ t

0
||B(u − v

)||
Xw
dw

≤
∫ t

0
C1(T )||u − v||

Xw
dw

≤ C1(T )||u − v||
Xs

∫ t

0
dw

≤ C1(T )s||u− v||
Xs
.

Si on suppose que (5.75) est vraie au rang n, alors (5.75) est vérifiée au rang n+ 1 car :

∀t ∈ [0, s], ||u(t) − v(t)||0 ≤
∫ t

0
||B(u − v

)
(w)||

0
dw

≤
∫ t

0
||B(u − v

)||
Xw
dw

≤
∫ t

0
C1(T )||u − v||

Xw
dw

≤
∫ t

0
C1(T )

C1(T )n+1wn+1

(n + 1)!
||u − v||

Xw
dw

≤ C1(T )n+2

(n+ 1)!
||u − v||

Xs

∫ t

0
wn+1 dw

≤ C1(T )n+2sn+2

(n + 2)!
||u − v||

Xs
.
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La relation (5.75) montre que nous avons notamment :

∀n ∈ N, ||u − v||
XT

≤ C1(T )n+1T n+1

(n+ 1)!
||u− v||

XT
;

ce qui montre que u = v en faisant tendre n vers l’infini. Il existe donc un unique couple
(E,H) dans XT × XT solution du problème (5.70) avec (E0,H0) comme condition initiale.
L’unicité de P et Q est alors assurée par les formules (5.67) et (5.68) .

3) Estimation (5.66). Il nous reste à démontrer l’estimation (5.66). Le raisonnement que
nous venons de mener est valable pout tout T > 0. Par conséquent, on a :

∀t > 0, ||E(., t),H(., t)||0 = ||u(t)||0 ≤
∞∑
n=0

||un(t)||0

≤
∞∑
n=0

||un||
Xt

≤
∞∑
n=0

C1(t)ntn

n!
||u0||0

≤ eC1(t)t||u0||0. �

5.5.3 Vérification des hypothèses dans le cadre PML

Nous allons terminer cette partie en vérifiant que les hypothèses du (5.62), (5.63), (5.64)
et (5.65) sont vérifiées lorsque [Λ] et [Γ] sont les opérateurs définis au lemme 5.2.4. Rappelons
que dans ce cas, s([Λ]) = [ν2] et s([Γ]) = [η2] avec :

ν2
x =

σ2
y

1 + σ2
y

ε20ω
2

− i
(σx + σy)ε0ω + σ2

y
σx
ε0ω

1 + σ2
y

ε20ω
2

, ν2
y = ν2

z = 0;

η2
x =

τ2
y

1 + τ2
y

µ2
0ω

2

− i
(τx + τy)µ0ω + τ2

y
τx
µ0ω

1 + τ2
y

µ2
0ω

2

, η2
y = η2

z = 0.

Nous montrons alors la proposition suivante.

Proposition 5.5.2 On suppose que les opérateurs pseudo-différentiels [Λ] et [Γ] admettent
pour symboles respectivement [ν2] et [η2] ; où [ν2] et [η2] ont été définis au lemme 5.2.4. Alors
[Λ] et [Γ] vérifient les hypothèses (5.62), (5.63), (5.64) et (5.65).

Preuve. Nous allons faire le raisonnement sur l’opérateur [Λ] ; il est identique pour [Γ]. Grâce
à Maple, nous obtenons la transformée de Fourier inverse en temps de ν2

x :

−(σx + σy)δ′t + σ2
yδt − σ3

ye
−σytY (t)

où δt désigne la distribution de Dirac et Y la fonction de Heaviside. On peut alors écrire
l’action de [Λ] sur E :

[Λ]E =


−(σx + σy)∂tEx + σ2

yEx − σ3
ye

−σytY (t) ∗ Ex

0

0

 . (5.76)
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Notons que l’on a :

−σ3
ye

−σytY (t) ∗ Ex(., t) = −
∫ ∞

−∞
σ3
ye

−(t−s)σyY (t− s)Ex(., s) ds

= −
∫ ∞

0
σ3
ye

−(t−s)σyY (t− s)Ex(., s) ds

= −
∫ t

0
σ3
ye

−(t−s)σyEx(., s) ds.

Par conséquent, on peut écrire [Λ] = [λ] + [Λ0] avec :

[λ] =

 −(σx + σy) 0 0
0 0 0
0 0 0

 et [Λ0] =

 σ2
y − L 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
où L est défini par :

L(Ex(., t)) = −
∫ t

0
σ3
ye

−(t−s)σyEx(., s) ds.

Le tenseur [λ] appartient à MW et l’image de XT par [Λ0] est incluse dans XT , ce qui montre
que les hypothèses (5.62), (5.63) et (5.64) sont vérifiées. Il reste à prouver l’inégalité (5.65).
Fixons s ∈ [0, T ] et prenons E dans Xs. On a, pour tout t dans [0, s] :(∫ t

0
[Λ0]E(., w) dw

)
x

=
∫ t

0
σ2
yEx(., w) dw −

∫ t

0

(∫ w

0
σ3
ye

−(w−ξ)σyEx(., ξ) dξ
)
dw, (5.77)

et
(∫ t

0
[Λ0]E(., w) dw

)
y

=
(∫ t

0
[Λ0]E(., w) dw

)
z

= 0. Par ailleurs, nous avons :

∫
R3

∣∣∣ ∫ t

0
σ2
yEx(x, w) dw

∣∣∣2 dx ≤
∫

R3

σ4
y

(∫ t

0
|Ex(x, w)| dw

)2

dx

≤
∫

R3

σ4
yt

(∫ t

0
|Ex(x, w)|2 dw

)
dx

≤ |σ|4t
∫

R3

(∫ t

0
|Ex(x, w)|2 dw

)
dx.

Comme l’application (x, w) → E(x, w) est intégrable sur R3×]0, t[, on peut appliquer le
théorème de Fubini à la dernière inégalité :∫

R3

∣∣∣ ∫ t

0
σ2
yEx(x, w) dw

∣∣∣2 dx ≤ |σ|4t
∫ t

0
||E(., w)||20 dw ≤ |σ|4t||E||2

Xs

∫ t
0
dw,

ce qui entrâıne :∣∣∣∣∣∣ ∫ t

0
σ2
yEx(x, w) dw

∣∣∣∣∣∣2
0

≤ |σ|4T 2||E||2
Xs
. (5.78)
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De la même manière, nous avons :∣∣∣ ∫ t

0

∫ w

0
σ3
ye

−(w−ξ)σyEx(., ξ) dξ dw
∣∣∣2 = σ6

y

∣∣∣ ∫ t

0

∫ w

0
e−(w−ξ)σyEx(., ξ) dξ dw

∣∣∣2
≤ |σ|6e2|σ|T

(∫ t

0

∫ w

0
|Ex(., ξ)| dξ dw

)2

≤ |σ|6e2|σ|T t
∫ t

0

(∫ w

0
|Ex(., ξ)| dξ

)2

dw

≤ |σ|6e2|σ|T t
∫ t

0
w

∫ w

0
|Ex(., ξ)|2 dξ dw

≤ |σ|6e2|σ|TT 2

∫ t

0

∫ w

0
|Ex(., ξ)|2 dξ dw.

On intègre la dernière inégalité sur R3, en utilisant de nouveau le théorème de Fubini :∫
R3

∣∣∣ ∫ t

0

∫ w

0
σ3
ye

−(w−ξ)σyEx(x, ξ) dξ dw
∣∣∣2 dx ≤ |σ|6e2|σ|TT 2

∫ t

0

∫ w
0

||E(., ξ)||20 dξ dw

≤ |σ|6e2|σ|TT 2

∫ t

0

∫ w
0

||E||2
Xs
dξ dw

≤ |σ|6e2|σ|TT 4||E||2
Xs

;

ce qui montre que :∣∣∣∣∣∣ ∫ t

0

∫ w

0
σ3
ye

−(w−ξ)σyEx(x, ξ) dξ dw
∣∣∣∣∣∣2

0

≤ |σ|6e2|σ|TT 4||E||2
Xs
. (5.79)

Les relations (5.77), (5.78) et (5.79) montrent donc que l’on a :∣∣∣∣∣∣ ∫ t

0
[Λ0]E(., w) dw

∣∣∣∣∣∣2
0

≤ 2
(
|σ|4T 2 + |σ|6e2|σ|TT 4

)
||E||2

Xs
;

ce qui montre que [Λ0] vérifie l’hypothèse (5.65) et termine la preuve de la proposition 5.5.2. �
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Chapitre 6

Résultats numériques

Nous allons maintenant tester numériquement le modèle PML que nous avons introduit
au chapitre 5. Nous commençons ce chapitre en écrivant un modèle adapté aux simulations
numériques. Dans un deuxième temps, nous présentons ces simulations.

6.1 Modèle numérique

Afin de trouver une formulation pratique pour les tests numériques, nous repartons du
système (5.7) et nous nous plaçons sous les hypothèses du lemme 5.2.4. Le système (5.7)
s’écrit alors :

(
iωε0 + σx +

ν2
x

iωε0

)
Ex = (rotH)x , (6.1)

(iωε0 + σy)Ey = (rotH)y , (6.2)

(iωε0 + σy)Ez = (rotH)z , (6.3)

(
iωµ0 + τx +

η2
x

iωµ0

)
Hx = − (rotE)x , (6.4)

(iωµ0 + τy)Hy = − (rotE)y , (6.5)

(iωµ0 + τz)Hz = − (rotE)z . (6.6)

Par ailleurs, (voir le lemme 5.2.4) les applications ν2
x et η2

x sont définies par :

ν2
x =

σ2
y

1 + σ2
y

ε20ω
2

− i
(σx + σy)ε0ω + σ2

y
σx
ε0ω

1 + σ2
y

ε20ω
2

, (6.7)

η2
x =

τ2
y

1 + τ2
y

µ2
0ω

2

− i
(τx + τy)µ0ω + τ2

y
τx
µ0ω

1 + τ2
y

µ2
0ω

2

. (6.8)
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On injecte alors (6.7) dans (6.1) et (6.8) dans (6.3), ce qui conduit aux deux équations :

iωε0 − σy

1 + σ2
y

ε20ω
2

Ex = (rotH)x ,

iωµ0 − τy

1 + τ2
y

µ2
0ω

2

Hx = − (rotE)x ;

ou encore :

ε20ω
2(iωε0 − σy)Ex = (ε20ω

2 + σ2
y) (rotH)x ,

µ2
0ω

2(iωµ0 − τy)Hx = −(µ2
0ω

2 + τ2
y ) (rotE)x .

En remplaçant iω par ∂t dans ces deux dernières équations, on obtient :

− ε20∂
2
t (ε0∂t − σy)Ex = (σ2

y − ε20∂
2
t ) (rotH)x ,

− µ2
0∂

2
t (µ0∂t − τy)Hx = (µ2

0∂
2
t − τ2

y ) (rotE)x .

On simplifie alors ces équations en utilisant les factorisations suivantes :

σ2
y − ε20∂

2
t = (σy − ε0∂t)(σy + ε0∂t),

et

µ2
0∂

2
t − τ2

y = (µ0∂t − τy)(µ0∂t + τy);

ce qui montre que Ex et Hx vérifient les équations du second ordre en t :

ε20∂
2
tEx = (σy + ε0∂t) (rotH)x , (6.9)

µ2
0∂

2
tHx = −(µ0∂t + τy) (rotE)x . (6.10)

Nous introduisons maintenant les inconnues auxiliaires Fx et Gx qui vérifient :

∂tFx = (rotH)x et ∂tGx = (rotE)x.

En intégrant les relations (6.9) et (6.10) par rapport au temps, on voit que Ex et Hx sont
solution des équations suivantes :

∂tEx =
1
ε0

(
(rotH)x +

σy
ε0
Fx

)
, (6.11)

∂tHx = − 1
µ0

(
(rotE)x +

τy
µ0
Gx

)
. (6.12)
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En changeant iω en ∂t dans les équations (6.2), (6.3), (6.5) et (6.6), on a donc obtenu le
système du premier ordre en temps :

∂tEx =
1
ε0

(
(rotH)x +

σy
ε0
Fx

)
,

∂tEy =
1
ε0

(rotH)y − σy
ε0
Ey,

∂tEz =
1
ε0

(rotH)z − σy
ε0
Ez,

∂tHx = − 1
µ0

(
(rotE)x +

τy
µ0
Gx

)
,

∂tHy = − 1
µ0

(rotE)y − τy
µ0
Hy,

∂tHz = − 1
µ0

(rotE)z − τy
µ0
Hz,

∂tFx = (rotH)x, ∂tGx = (rotE)x.

(6.13)

Si l’on souhaite éliminer τy des équations précédentes, il suffit d’utiliser l’hypothèse (H1) qui
modifie (6.13) en :

∂tEx =
1
ε0

(
(rotH)x +

σy
ε0
Fx

)
,

∂tEy =
1
ε0

(rotH)y − σy
ε0
Ey,

∂tEz =
1
ε0

(rotH)z − σy
ε0
Ez,

∂tHx = − 1
µ0

(
(rotE)x +

σy
ε0
Gx

)
,

∂tHy = − 1
µ0

(rotE)y − σy
ε0
Hy,

∂tHz = − 1
µ0

(rotE)z − σy
ε0
Hz,

∂tFx = (rotH)x, ∂tGx = (rotE)x.

(6.14)
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Notons que, dans le cas de la dimension 2 (mode TE), ce système devient :

∂tEx =
1
ε0
∂yH +

σx
ε20
F,

∂tEy = − 1
ε0
∂xH − σx

ε0
Ey,

∂tH =
1
µ0

(∂yEx − ∂xEy) − σx
ε0
H,

∂tF = ∂yH.

Enfin, le modèle (6.14) que nous venons de présenter est valable pour une PML dans la
direction x. Si l’on souhaite appliquer des PML dans les directions x, y et z, on obtient le
système suivant :

∂tEx =
1
ε0

(rotH)x − σy + σz
ε0

Ex +
σx
ε20
Fx,

∂tEy =
1
ε0

(rotH)y − σx + σz
ε0

Ey +
σy
ε20
Fy,

∂tEz =
1
ε0

(rotH)z − σx + σy
ε0

Ez +
σz
ε20
Fz,

∂tHx = − 1
µ0

(rotE)x − σy + σz
ε0

Hx − σx
ε0µ0

Gx,

∂tHy = − 1
µ0

(rotE)y − σx + σz
ε0

Hy − σy
ε0µ0

Gy,

∂tHz = − 1
µ0

(rotE)z − σx + σy
ε0

Hz − σz
ε0µ0

Gz ,

∂tF = rotH,

∂tG = rotE.

(6.15)

Dans ce système, σx est une fonction dépendant uniquement de la variable x, σy une fonction
dépendant uniquement de y et σz une fonction dépendant uniquement de z.
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6.2 Simulations numériques

Nous présentons les résultats obtenus en trois dimensions à partir du système (6.15). Pour
la discrétisation en espace, on utilise la grille en quinconce standard [132] (figure 6.1) pour
les équations de Maxwell. Pour intégrer les équations en temps, la présence des inconnues
auxiliaires F et G nous conduit à utiliser une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (voir par
exemple [32]) optimisée pour un stockage mémoire plus faible (voir par exemple [133]) plutôt
qu’un schéma aux différences finies en quinconce en temps (Finite Difference in the Time
Domain ou FDTD). On considère un modèle de taille 1, 635 m×3, 635 m×3, 635 m discrétisé
par un maillage comprenant 328 × 728 × 728 points. Le pas d’échantillonnage est uniforme
dans les trois directions et vaut ∆x = ∆y = ∆z = 5 mm.

E z

Hx

Hy

Hz
Ey

Ex

y

z

x

Fig. 6.1 – Grille 3D en quinconce de Yee [132] pour discrétiser les équations de Maxwell. On définit
l’amortissement discret σ(x) au niveau des nœuds de la maille pour Ey, Ez et Hx et au niveau de la
demi-maille pour Ex, Hy et Hz.

L’algorithme d’intégration en temps repose sur un schéma explicite. Ainsi, pour que la simula-
tion reste stable, le pas de temps ∆t doit vérifier, en l’absence de la couche PML, la condition
de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy [45] qui dans le cas du schéma de Runge-Kutta pour
la grille de Yee est (voir par exemple [127]) :

c∆t ≤
√

2
1

∆x2 + 1
∆y2 + 1

∆z2

Dans le cas où ∆x = ∆y = ∆z on a donc c∆t
∆x ≤ √2/D où D est la dimension spatiale du

problème, c’est-à-dire qu’en dimension trois le nombre de Courant est égal à
√

2/3 � 0, 816.
Cependant, en présence de la couche PML, les termes σx, σy et σz de (6.15) réduisent
légèrement la limite de stabilité. En pratique, nous prenons donc un nombre de Courant
égal à 0, 75, ce qui correspond à un pas de temps de 12,5 picosecondes. On effectue une
simulation sur 800 pas de temps, soit une durée totale de 10 nanosecondes.

Dans la première expérience, les couches absorbantes sont localisées de chaque côté du
modèle, le long de l’axe des x uniquement (on prend σy = σz = 0 dans (6.15)). Chacune de ces
couches a une épaisseur de 10 points de grille. En suivant les travaux de [63] et [114], on choisit
σ(x) = σ0( xL )N , où L est l’épaisseur de la couche absorbante, N = 2 et σ0 = 0,7(N+1)

150π∆x � 0, 891.
Sur les bords extérieurs de la couche au sommet de chaque PML, on impose une condition de
conducteur électrique parfait dite PEC (Perfect Electric Conductor) qui est une condition de
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Dirichlet sur les composantes tangentielles du champ électrique. On impose la même condition
sur les bords non PML, il y a alors réflexion totale du champ.

Notons qu’un problème technique se pose : le maillage comporteNx×Ny×Nz � 173,8 mil-
lions de points de grille. De ce fait l’algorithme nécessite l’utilisation d’environ 5,8 gigamots
de mémoire pour pouvoir être résolu car il faut stocker 36 tableaux de taille Nx×Ny ×Nz
(les trois composantes du champ électrique E, les trois composantes du champ magnétique
H ainsi que les trois composantes de chacune des inconnues auxiliaires F et G, soit 12 com-
posantes au total et ceci pour chacun des trois pas nécessaires pour calculer les quatre étapes
du schéma de Runge-Kutta optimisé d’ordre 4 en temps, comme expliqué par exemple dans
[133]). Pour un stockage en double précision (huit octets par mot) cela correspond à 46,8
gigaoctets de mémoire. Notons que nous avons besoin de stocker les six inconnues auxiliaires
seulement dans la (ou les) couche(s) PML mais pas dans le reste du modèle. Ceci permet-
trait de réduire très significativement le stockage mémoire nécessaire. C’est uniquement pour
rendre la programmation informatique plus facile que nous avons décidé de stocker ces ta-
bleaux partout.

Du fait du gros volume de calcul et de la grande taille mémoire nécessaire, il n’est pas
possible d’exécuter l’algorithme de manière séquentielle sur un seul ordinateur, il faut recourir
au calcul parallele. À cet effet, nous avons parallélisé notre algorithme de différences finies 3D à
l’aide de communication par passage de message en utilisant la bibliothèque ‘Message-Passing
Interface’ (MPI) (voir par exemple [67]). Nous pouvons ainsi calculer sur 56 processeurs d’un
réseau de calculateurs PC Intel Itanium 64-bits bi-processeurs situé au California Institute
of Technology (Caltech, Pasadena, USA). À titre indicatif, le temps d’exécution total sur ces
56 processeurs (28 nœuds bi-processeurs) pour nos simulations sur 173,8 millions de points
de grille et 800 pas de temps est d’environ 1 heure.

Réalisons maintenant la première expérience numérique. La source est une onde plane se
propageant vers la droite à partir du milieu x0 de l’axe des x. L’onde initiale Ey a la forme
d’une gaussienne de largeur à mi-hauteur σg = 8, 2 points de grille, la forme analytique de
cette onde plane au cours du temps est

Ey(x, t) = e
− (x−x0−ct)2

2σ2
g et Hz(x, t) =

1
µ0c

Ey(x, t).

Sur la figure 6.2, nous représentons les instantanés de propagation de la composante Ey du
champ électrique, les couches absorbantes étant localisées le long de l’axe des x, en xmin et
xmax. Pour simuler cette onde plane, dans ce test nous imposons des conditions périodiques
sur les bords de la grille situés suivant l’axe y et suivant l’axe z. L’onde plane incidente
donne naissance à une petite onde plane réfléchie car l’absorption n’est plus parfaite après
discrétisation [42]. Cette petite onde parasite se propage dans l’autre sens et atteint alors la
PML située de l’autre côté. De nouveau, elle est absorbée et donne naissance à une très petite
onde réfléchie parasite. La très petite amplitude de cette onde montre l’efficacité du modèle
PML à incidence normale. La figure 6.3 représente la décroissance en temps de l’énergie
électromagnétique totale 1

2 (ε0|E|2 + µ0|H|2) pour cette onde plane. On constate que cette
énergie décrôıt très rapidement. Cette décroissance cumulée n’est pas exponentielle car l’onde
incidente a une extension spatiale gaussienne, l’énergie est donc injectée dans les couches
PML de manière continue pendant une durée significative. Un agrandissement montre qu’une
onde résiduelle d’énergie totale égale à 1,25e-8 revient dans le domaine de départ. Cela est
dû au fait qu’après discrétisation, l’absorption n’est plus parfaite [42]. Nous pouvons observer
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ce phénomène sur la figure 6.2. De nouveau, cette onde est absorbée ; il reste alors un très
petit résidu de 2,30e-17. Évidemment, il serait encore plus atténué lorsque l’onde atteindrait
à nouveau le côté opposé.

Nous terminons cette première expérience par le calcul analytique de l’énergie totale en
dehors de la PML. Le milieu est de taille Lx× Ly× Lz (sans la PML) avec une PML suivant
l’axe des x, et seulement sur le bord de droite (x ≥ 0). On considère toujours une onde plane
se propageant suivant l’axe des x à partir de la position −x0 (avec |x0| < Lx). Nous prenons
l’origine des x à l’entrée de la PML, c’est-à-dire que {x ≥ 0} est la PML semi-infinie et
{−Lx ≤ x < 0} est le milieu non PML. Nous avons vu que l’onde initiale Ey a la forme d’une
gaussienne de largeur à mi-hauteur égale à σ points de grille, sa forme analytique au cours
du temps est donc :

Ey(x, t) = Ae−
(x−(−x0+ct))2

2σ2 et Hz(x, t) =
1
µ0c

Ey(x, t),

où A est un facteur constant définissant l’amplitude maximale de la gaussienne. L’énergie
élémentaire en un point (x, t) est :

Eelem(x, t) =
1
2
(ε0|E|2 + µ0|H|2) = ε0|E|2 = ε0E

2
y(x, t),

L’énergie totale à un instant donné integrée dans tout le milieu sans la PML est donc :

EnoPML
tot (t) =

∫ 0

−Lx

∫ Ly

0

∫ Lz
0

Eelem(x, t) dx dy dz = ε0LyLz

∫ 0

−Lx
E2
y(x, t) dx

= ε0LyLzA
2

∫ 0

−Lx
e−

(x−(−x0+ct))2

σ2 dx.

Nous obtenons :

EnoPML
tot (t) = ε0LyLzA

2σ
√
π

2

(
erf
(
Lx + ct− x0

σ

)
+ erf
(
x0 − ct

σ

))
, (6.16)

où erf désigne la fonction d’erreur :

erf(u) =
2√
π

∫ u

0
e−s

2
ds.

La figure 6.4 montre que la formule (6.16) fonctionne très bien et que numériquement quasi-
ment aucune énergie n’est réflechie à l’entrée de la PML pour cette onde d’incidence normale.
En effet, on observe que les courbes analytique et numérique sont presque identiques. Ceci
confirme les résultats de la figure 6.2 qui montre que l’absorption par la PML discretisée est
quasi parfaite pour une onde plane d’incidence normale. Cela montre aussi que l’énergie totale
qui revient de la PML sous forme parasite est quasiment négligeable, comme cela est confirmé
par la figure 6.3 (en haut à gauche).

Dans la seconde expérience, la source est un dipôle électrique orienté suivant l’axe des x
et situé en x = 1, 09 m et y = z = 1, 82 m. La variation en temps de la source est une dérivée
seconde de gaussienne (fonction de Ricker) de fréquence dominante 2,5 GHz décalée en temps
de t0 = 0, 48 nanoseconde par rapport à t = 0 afin d’avoir des conditions initiales nulles. On
enregistre l’évolution au cours du temps des trois composantes du champ électrique en deux
points du milieu (x1 = 0, 54 m, y1 = 2, 50 m, z1 = 2, 50 m) et (x2 = 1, 30 m, y2 = 3, 10 m,
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Fig. 6.2 – Instantanés de propagation de la composante Ey du champ électrique se propageant le
long de l’axe des x dans le cas d’une onde plane d’incidence normale (en haut à gauche, au temps
t = 1, 875 ns) se propageant dans un milieu possédant deux couches PML situées en xmin and xmax.
Cette onde donne naissance à une petite onde plane réfléchie (en haut à droite, au temps t = 3, 75 ns)
car l’absorption n’est plus parfaite après discrétisation. Cette petite onde parasite se propage dans
l’autre sens et atteint alors la PML située de l’autre côté (en bas à gauche, au temps t = 7, 5 ns). De
nouveau, elle est absorbée et donne naissance à une très petite onde réfléchie parasite (en bas à droite,
au temps t = 8, 75 ns).
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Fig. 6.3 – (en haut à gauche) Décroissance en temps de l’énergie électromagnétique totale pour une
onde plane se propageant dans un milieu possédant deux couches PML (situées en xmin et xmax) avec
une incidence normale. La décroissance est très rapide. (en haut à droite) Un agrandissement montre
qu’une onde résiduelle d’énergie totale égale à 1,25e-8 est réfléchie car l’absorption n’est plus parfaite
après discrétisation. (en bas à gauche) Cette onde est de nouveau absorbée, il reste un petit résidu de
2,30e-17 (en bas à droite).
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Fig. 6.4 – Énergie totale numérique EnoPML
tot (t) dans le milieu sans PML en traits pleins et énergie

totale analytique dans le milieu sans PML obtenue par l’equation (6.16) en pointillés. L’accord est
quasiment parfait, ce qui montre que la quantité totale d’énergie réflechie par la PML discretisée pour
une onde plane d’incidence normale est négligeable.

z2 = 3, 10 m). La figure 6.5 représente les instantanés de propagation de la composante Ey du
champ électrique à deux pas de temps différents lors de simulations avec et sans PML. Sans
PML, on observe la réflexion totale du champ sur tous les côtés parfaitement conducteurs de
la grille. En présence de PML, ces réflexions sont très significativement atténuées. De plus,
on ne voit pas d’ondes parasites renvoyées par les bords.

Pour analyser plus précisément l’efficacité du modèle, nous représentons sur la figure 6.6
l’évolution en temps de deux des trois composantes du champ électrique aux deux points
d’enregistrement avec et sans PML. Au niveau du premier récepteur, les phases réfléchies
sont très fortement absorbées, ce qui illustre l’efficacité de notre modèle PML. Cependant,
comme cela a été observé par exemple dans [42], la discrétisation du modèle PML supprime
sa propriété d’absorption parfaite et réduit son efficacité, notamment dans les zones où l’inci-
dence du champ est rasante. En effet, au niveau du second récepteur, l’enregistrement montre
un petit signal parasite. Ce phénomène est plus clair sur la figure 6.7, où nous représentons un
plus grand nombre d’instantanés de propagation que sur la figure 6.5. On observe la réflexion
totale du champ sur les côtés parfaitement conducteurs de la grille (bords haut et bas de la
grille, sans PML), mais également de petites réflexions parasites générées à incidente rasante.

Afin d’analyser plus précisément l’efficacité de notre modèle et d’étudier la difficulté qui
apparâıt à incidence rasante, nous représentons sur la figure 6.8 un agrandissement des signaux
de la figure 6.6, enregistrés en présence de PML. Nous les comparons à la solution exacte du
problème posé dans un domaine infini, calculée numériquement à l’aide d’une grille de très
grande taille. Cela permet de s’intéresser uniquement aux réflexions parasites provenant de la
couche absorbante, et pas au bruit numérique venant de la discrétisation (qui est exactement
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(a) (b) (c) (d)

Fig. 6.5 – Instantanés de propagation dans le plan situé en NZ/2 de la composante Ey du champ
électrique sans ((a) et (b)) et avec ((c) et (d)) PML, aux pas de temps 250 ((a) et (c)) et 450 ((b) et
(d)). Un seuil de 1% est appliqué, c’est-à-dire que l’on représente uniquement les amplitude supérieures
à ce seuil. La croix orange indique la localisation de la source (dipôle électrique orienté le long de l’axe
des x). Les deux carrés verts indiquent la position des deux récepteurs enregistrant l’évolution en
temps de deux des trois composantes du champ électrique (figure 6.6). Les deux traits verticaux
orange représentent les bords des couches absorbantes. Les réflexions importantes qui se produisent
sur les côtés de la grille en l’absence de PML sont quasiment supprimées avec PML. À cette échelle,
aucune réflexion significative n’est visible.
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Fig. 6.6 – Évolution en temps de deux des trois composantes du champ électrique,Ex (à gauche) et Ey

(à droite) au premier (en haut) et au second récepteur (en bas) enregistrée aux points représentés par
des carrés verts sur la figure 6.5, avec (trait plein) et sans (trait pointillé) PML. Au niveau du premier
récepteur, les réflexions sont quasiment absorbées. En revanche, au niveau du second récepteur, de
petites réflexions parasites générées à incidence rasante sont enregistrées. Cela est difficile à remarquer
à cette échelle, mais nous pouvons observer plus clairement ce phénomène sur l’agrandissement présenté
sur la figure 6.8.
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Fig. 6.7 – En comparaison avec la figure 6.5, nous montrons plus d’instantanés de propagation de
la composante Ey du champ électrique avec des PML à gauche et à droite de la grille. Nous les
représentons tous les 100 pas de temps, du pas de temps 100 (en haut à gauche) au pas de temps 800
(en bas à droite). De nouveau, nous appliquons un seuil de 1% pour les amplitudes. La croix orange
indique la localisation de la source (dipôle électrique orienté le long de l’axe des x). Les deux carrés
verts indiquent la position des deux récepteurs enregistrant l’évolution en temps de deux des trois
composantes du champ électrique (figure 6.6). Les deux traits verticaux orange représentent les bords
des couches absorbantes. Les ondes sont totalement réfléchies sur les bords haut et bas parfaitement
conducteurs de la grille. Un petit signal parasite apparâıt à incidence rasante (visible le long du bord
droit de la grille).
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Fig. 6.8 – Agrandissement de l’évolution en temps de deux des trois composantes du champ électrique,
Ex (à gauche) et Ey (à droite) au premier (en haut) et au second récepteur (en bas) aux points
représentés par des carrés verts sur la figure 6.5, avec PML (trait plein) et comparée à la solution exacte
calculée grâce au même schéma numérique dans un domaine beaucoup plus grand (trait pointillé). Au
niveau du premier récepteur, l’accord est presque parfait. Au niveau du second récepteur, un petit
signal parasite est enregistré à incidence rasante. À cette échelle, on constate également de petites
oscillations dues à la dispersion du schéma numérique que l’on a choisi.

le même dans les deux calculs). Au niveau du premier récepteur, l’accord est presque parfait.
En revanche, au niveau du second récepteur, un petit signal parasite est enregistré à incidence
rasante sur le modèle discrétisé. Cela indique que de futurs développements pourraient être
nécessaires pour améliorer le comportement du modèle après discrétisation. Cette difficulté
n’est pas propre à notre modèle, il s’agit d’un problème inhérent aux modèles PML discrétisés.
Il existe différentes approches pour améliorer les résultats numériques à incidence rasante. On
peut optimiser le profil d’amortissement discret σ(x) par une méthode de moindres carrés
[42]. On peut également filtrer la solution PML en introduisant dans le modèle un terme
dépendant de la fréquence ([91], [114]). Nous reviendrons sur ces techniques dans le chapitre
8 consacré à l’élastodynamique.

Dans la troisième expérience, on utilise des conditions PML sur tous les côtés de la grille,
le long des trois axes x, y et z. On prend donc σx �= 0, σy �= 0 et σz �= 0 dans le système (6.15).
On choisit σy et σz de la même forme que σx, c’est-à-dire que ces profils d’amortissement va-
rient comme le carré des coordonnées à l’intérieur de la couche absorbante PML. D’un point
de vue physique, cela permet de simuler un milieu infini. D’un point de vue numérique, cela
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permet d’étudier le problème des coins. Dans notre modèle PML (comme dans le modèle
classique de [17]), il est facile de traiter le problème des coins : il suffit de sommer les contri-
butions venant des termes σx, σy et σz. Toutefois, il est important de vérifier numériquement
que cela fonctionne. Ainsi, sur la figure 6.9, nous représentons les instantanés de propagation
de la composante Ey du champ électrique pour une simulation avec PML sur les six côtés de
la grille. Nous constatons que l’onde est très fortement absorbée dans chaque couche PML.
En revanche, dans les coins, le modèle PML discret est moins efficace et de petites réflexions
parasites apparaissent. Les coins se comportent comme des points de diffraction qui consti-
tuent des sources secondaires parasites générant des ondes sphériques de faible amplitude.
Nous n’avons pas encore étudié soigneusement l’origine de ce petit problème numérique. Ce-
pendant, nous pensons que cela pourrait venir du fait qu’en certains points de grille situés
dans les coins, une ou deux des fonctions σx, σy et σz est (sont) très grande(s) par rapport
aux autres (à l’autre). Cela rend alors difficile le calcul précis des termes en rotE et rotH
multipliés par les coefficients d’amortissement dans le système (6.15). En effet, il y aurait
alors des variations locales importantes qui ne seraient pas prises en compte précisément par
le schéma de discrétisation spatiale. Les erreurs commises sur ces termes pourraient ainsi
conduire à des erreurs numériques et à des imprécisions dans la mise en œuvre du modèle
PML.

119



Fig. 6.9 – Instantanés de propagation dans le plan situé en NZ/2 de la composante Ey du champ
électrique lorsque l’on applique des PML sur les six côtés de la grille. Nous les représentons tous les
50 pas de temps, du pas de temps 450 (en haut à gauche) au pas de temps 800 (en bas à droite). On fixe
toujours le seuil à 1% pour les amplitudes. La croix orange indique la localisation de la source (dipôle
électrique orienté le long de l’axe des x). Les quatre traits orange représentent les bords des couches
PML. Les ondes sont très fortement absorbées au sein de chaque couche PML. En revanche, dans
les coins, le modèle PML discret est moins efficace et l’on observe de petites réflexions parasites. Les
coins se comportent comme des points de diffraction qui constituent des sources secondaires parasites
générant des ondes sphériques de faible amplitude. Ces ondes paraissent importantes sur la figure car,
pour plus de clarté, nous avons amplifié les amplitudes de manière non linéaire pour chaque instantané.
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Pour terminer ce chapitre, nous exposons une idée que nous avions eue initialement et
que nous avions testée numériquement. Au lieu de conserver des inconnues auxiliaires et
d’intégrer en temps des termes différentiels du premier ordre, nous avions éliminé les inconnues
auxiliaires en les injectant dans les équations et en obtenant des termes intégraux en temps.
On montre alors que cette approche conduit au système suivant :

∂tEx =
1
ε0

(curlH)x − σy + σz
ε0

Ex +
σx
ε20

∫ t

−∞
(curlH)x dt

∂tEy =
1
ε0

(curlH)y − σx + σz
ε0

Ey +
σy
ε20

∫ t

−∞
(curlH)y dt

∂tEz =
1
ε0

(curlH)z − σx + σy
ε0

Ez +
σz
ε20

∫ t
−∞

(curlH)z dt

∂tHx = − 1
µ0

(curlE)x − σy + σz
ε0

Hx − σx
ε0µ0

∫ t

−∞
(curlE)x dt

∂tHy = − 1
µ0

(curlE)y − σx + σz
ε0

Hy − σy
ε0µ0

∫ t

−∞
(curlE)y dt

∂tHz = − 1
µ0

(curlE)z − σx + σy
ε0

Hz − σz
ε0µ0

∫ t

−∞
(curlE)z dt

(6.17)

Pour la discrétisation des termes différentiels en temps de ce système, nous pouvons conserver
le schéma d’intégration FDTD classique de [132], qui est en quinconce à la fois en espace et
en temps. Il faut alors ajouter à ce schéma un algorithme de calcul des termes intégraux en
temps, et le plus simple est de prendre la méthode des trapèzes. Cela revient à considérer
chaque terme intégral comme une variable à mémoire et à lui ajouter à chaque pas de temps
une nouvelle contribution qui est l’aire située sous la droite reliant la valeur du terme à intégrer
à l’instant tn+1 à celle à l’instant tn.

Si l’on refait avec un tel schéma l’expérience numérique de l’onde plane incidente sur un
bord PML avec une incidence normale (presentée sur les figures 6.2 et 6.3 dans le cas du
schéma en temps de Runge-Kutta à l’ordre 4), on constate sur les figures 6.10 et 6.11 que
ce schéma numérique fonctionne parfaitement et que les résultats obtenus sont quasiment
identiques.

Cependant, il existe un problème caché. La méthode des trapèzes est seulement d’ordre
un (elle intègre exactement des droites) et non pas d’ordre deux comme le reste du schéma
FDTD de [132]. Ainsi, les termes intégraux sont calculés avec une précision significativement
moins bonne que les autres termes. Il s’agit d’un problème important car, dans la couche
PML, il est crucial de bien calculer ces termes. En effet, ils sont multipliés par les coefficients
d’amortissement σx, σy ou σz et toute erreur numérique significative commise sur ces termes
se trouve donc amplifiée de maniere importante dans la PML. Cela est accentué au voisinage
de son sommet car c’est dans cette région que les termes d’amortissement sont les plus forts
puisqu’ils varient comme une puissance de la profondeur dans la couche.

Si l’on refait maintenant l’expérience du dipôle électrique (présentée sur la figure 6.7
dans le cas du schéma en temps de Runge-Kutta à l’ordre 4), on observe sur la figure 6.12
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que la qualité de l’absorption par la PML s’est significativement dégradée. En particulier,
l’onde parasite qui se crée à incidence rasante apparâıt beaucoup plus tôt et est d’amplitude
beaucoup plus forte. Il n’est pas facile de résoudre ce problème. En effet, il faudrait calculer
les termes intégraux avec une méthode d’ordre plus élevé, mais dans l’algorithme FDTD on
ne dispose que des instants tn et tn+1. On ne peut donc pas faire mieux qu’utiliser la méthode
des trapèzes. Pour augmenter la précision, il faudrait par exemple avoir également stocké
tn−1 et utiliser une méthode d’intégration de Simpson, qui est d’ordre 3. Plutôt que de faire
cela, il nous a paru finalement plus simple de conserver les inconnues auxiliaires et d’intégrer
simultanément tous les termes différentiels d’ordre un en temps du système (6.15) à l’aide
d’un schéma de Runge-Kutta à l’ordre 4.

Par ailleurs, dans le cas de la méthode FDTD couplée à la méthode des trapèzes pour les
termes intégraux, nous avons observé un autre problème. La perte de précision numérique
mentionnée ci-dessus induit également une perte de stabilité dans les couches PML. Bien
entendu, il faut réduire le pas de temps car, dans le cas du schéma FDTD, la limite de
stabilité théorique du schéma en temps est 1/

√
D, où D est la dimension spatiale du problème,

alors que nous avons vu que pour le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 elle est
√

2/D. Cela
conduit à réduire le pas de temps d’un facteur

√
2 � 1, 414. Ce n’est pas un problème car le

schéma FDTD est largement moins coûteux en quantité de calcul que le schéma de Runge-
Kutta à l’ordre 4, qui nécessite quatre étapes complètes de calcul pour passer de l’instant
tn à l’instant tn+1. Ainsi, les différences de stabilité et de coût entre les deux schémas se
compensent partiellement. Mais cette analyse n’est valable que pour les schémas en l’absence
des termes d’amortissement présents dans la couche PML. Quand ces termes sont présents,
nous constatons dans nos expériences numériques que le nombre de Courant pour le schéma
FDTD associé à la méthodes des trapèzes doit être choisi significativement en dessous du
nombre de Courant théorique. En pratique, dans le cas d’une couche PML située suivant
l’axe x seulement, comme dans les deux expériences numériques présentées ci-dessus, nous
devons prendre 0, 45, alors que la limite théorique est 1/

√
D � 0.577. Par ailleurs, lorsque nous

essayons de reproduire l’expérience de la figure 6.9 (qui teste notamment les coins de la grille),
nous observons des instabilités numériques très fortes genérées dans les coins et la simulation
explose assez rapidement après quelques centaines de pas de temps. Il semble donc que le
manque de précision dans le calcul des termes intégraux génère une instabilité numérique qui
est particulièrement importante dans les coins et qui fait exploser le schéma. Ceci constitue une
raison supplémentaire pour justifier notre choix final de conserver les inconnues auxiliaires et
d’intégrer tous les termes différentiels d’ordre un en temps apparaissant dans le système (6.15)
à l’aide d’un schéma de Runge-Kutta à l’ordre 4.
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Fig. 6.10 – Même expérience numérique que sur la figure 6.2 mais dans le cas où l’on utilise un
schéma d’intégration en temps basé sur la méthode FDTD pour calculer les termes différentiels et sur
la méthode des trapèzes pour calculer les termes intégraux. Les résultats sont très semblables à ceux
obtenus sur la figure 6.2. L’onde incidente donne naissance à une petite onde plane réfléchie (en haut
à droite, au temps t = 3, 75 ns) car l’absorption n’est plus parfaite après discrétisation. Cette petite
onde parasite se propage dans l’autre sens et atteint alors la PML située de l’autre côté (en bas à
gauche, au temps t = 7, 5 ns). De nouveau, elle est absorbée et donne naissance à une très petite onde
réfléchie parasite (en bas à droite, au temps t = 8, 75 ns).
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Fig. 6.11 – Même expérience numérique que sur la figure 6.3, mais dans le cas où l’on utilise la
méthode FDTD couplée à celle des trapèzes. La décroissance de l’énergie est toujours très rapide et
semblable à celle de la figure 6.3. Un agrandissement (en haut à droite) montre qu’une onde résiduelle
d’énergie totale égale à 1,33e-8 est réfléchie car l’absorption n’est plus parfaite après discrétisation.
Cette onde est de nouveau absorbée (en bas à gauche) et il reste un petit résidu de 2,77e-17.
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Fig. 6.12 – Même expérience numérique que sur la figure 6.7 mais dans le cas où l’on utilise un
schéma d’intégration en temps basé sur la méthode FDTD pour calculer les termes différentiels et
sur la méthode des trapèzes pour calculer les termes intégraux. La qualité de l’absorption par la
PML se dégrade significativement et l’onde parasite qui se crée à incidence rasante apparâıt beaucoup
plus tôt et est d’amplitude beaucoup plus forte. Elle donne lieu à des réflexions totales sur les bords
parfaitement conducteurs PEC situés sur les bords haut et bas de la grille.
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Chapitre 7

Couplage CLA-PML sur un
modèle 2D existant

7.1 Introduction

La mise en œuvre numérique d’un modèle PML nécessite de tronquer la couche absorbante.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons à un modèle PML 2D proposé par Abarbanel et
Gottlieb [2] et nous développons des conditions aux limites artificielles d’ordre un et deux
pour ce système. On observe que les conditions obtenues sont exactement les mêmes que celles
proposées dans [119] pour le système des équations de Maxwell. Notamment, on retrouve la
condition de Silver-Müller qui est la CLA la plus couramment utilisée pour les équations de
Maxwell. Après avoir construit ces conditions absorbantes, nous étudions le caractère bien
posé des modèles couplés résultants. On retrouve des résultats connus pour le système de
Maxwell [119]. Enfin, on analyse l’efficacité des CLA sur le comportement des champs dans
la couche. Pour cela, à l’aide d’une analyse par ondes planes, nous procédons à un calcul de
coefficient de réflexion sur la frontière externe de la couche.

7.2 Conditions aux limites artificielles sur un modèle PML 2D

7.2.1 Présentation du modèle étudié

Nous considérons ici un modèle PML pour les équations de Maxwell en deux dimensions
d’espace (mode TE) introduit par Abarbanel et Gottlieb [2] :

(P2)


∂tEx = ∂yH + σEx − P, (7.1)
∂tEy = −∂xH − σEy, (7.2)
∂tH = ∂yEx − ∂xEy − σH, (7.3)
∂tP = −σP + σ2Ex. (7.4)

Comme précédemment, la couche est représentée par le demi-espace {x > 0}, l’interface vide-
PML par {x = 0} et σ est une fonction dépendant uniquement de la variable spatiale x, nulle
dans l’espace libre {x < 0} et positive dans la couche {x > 0}. Dans [2], il est démontré que
le modèle précédent est un modèle PML, à condition de supposer la continuité de Ey et H à
l’interface. Si on impose de plus σ(0) = 0, on obtient aussi la continuité de Ex et P .
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Notre but est de tronquer la couche et nous fermons le système en imposant une condition
aux limites sur la frontière Γ = {(x, y) ∈ R2; x = a}, où a > 0.

Il convient en premier lieu de s’assurer que le problème (P2) constitue un problème bien
posé, ce qui n’est pas a priori évident étant donné que σ est variable (pour σ constant, cela
résulte du fait que ce système est fortement hyperbolique). Ce résultat a été démontré dans
[113]. Ainsi, nous avons :

Théorème 7.2.1 Le modèle de couche (P2) est un modèle PML bien posé.

7.2.2 Construction des conditions aux limites artificielles

Nous allons maintenant construire des conditions aux limites sur la frontière artificielle Γ
orientée par sa normale extérieure n = e1. Commençons par écrire (P2) sous la forme :

∂tU + Ax∂xU + Ay∂yU + BσU = 0, (7.5)

avec :

Ax =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , Ay =


0 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0

 , Bσ =


−σ 0 0 1
0 σ 0 0
0 0 σ 0

−σ2 0 0 σ



et U =


Ex
Ey
H
P

 .
On applique alors une transformée de Fourier-Laplace à (7.5), transformée de Fourier sur la
variable tangentielle y et transformée de Laplace en temps. On note :

F̂ (x, ξ, s) =
∫ ∞

0

(∫ ∞

−∞
e−st−iξyF (x, y, t) dy

)
dt,

où ξ ∈ R, s = µ+ iω avec µ > 0 et F (x, y, t) = 0 pour t < 0. Puisque les opérateurs Ax, Ay
et Bσ ne dépendent que de x, le système (7.5) devient, sous l’effet de cette transformation :

sÛ + Ax∂xÛ + iξAyÛ + BσÛ = 0;

autrement dit :
sÊx − iξĤ − σÊx + P̂ = 0, (7.6)

sÊy + ∂xĤ + σÊy = 0, (7.7)

sĤ + ∂xÊy − iξÊx + σĤ = 0, (7.8)

sP̂ − σ2Êx + σP̂ = 0. (7.9)

La relation (7.9) entrâıne :

P̂ =
σ2

s+ σ
Êx ; (7.10)
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ce qui donne, en injectant cette valeur dans (7.6) :

Êx = iξ
s + σ

s2
Ĥ. (7.11)

En reportant (7.11) dans (7.8), on obtient alors :

∂xÊy = −(s+ σ)
(

1 +
ξ2

s2

)
Ĥ. (7.12)

Les relations (7.7) et (7.12) fournissent alors le système différentiel (ordinaire) suivant :

∂xV̂ = LV̂ , (7.13)

où

V =

 Ey

H

 et L =

 0 −(s+ σ)
(
1 + ξ2

s2

)
−(s+ σ) 0

 .
La matrice L est diagonalisable puisqu’elle admet deux valeurs propres distinctes γ et −γ, où

γ = (s+ σ)

√
1 +

ξ2

s2
.

Remarque 7.2.2 Lorsque σ = 0 (c’est-à-dire dans l’espace libre), on retrouve les valeurs
propres du système de Maxwell (voir [56], par exemple).

En notant P la matrice de passage de la base canonique à la base de vecteurs propres, on a :

P−1LP = D = diag(γ,−γ),
avec

P =

 1 α

− 1
α

1

 , P−1 =
1
2

 1 −α

1
α

1

 ,
où l’on a noté

α =
γ

s+ σ
=

√
1 +

ξ2

s2
.

Comme P−1 est indépendante de x, le système (7.13) est équivalent à :

∂x

(
P−1V̂
)

= P−1∂xV̂ = P−1LV̂ = D
(
P−1V̂
)

;

dont la solution générale est donnée par :

P−1V̂ =

 Ae
� x
0
γ(u)du

Be−
� x
0 γ(u)du

 ; (7.14)

où A et B sont indépendantes de la variable x.
Étant donné que Re(γ) > 0, un argument de vitesse de groupe déja utilisé ([56], [71]) per-
met d’affirmer que le facteur en exp

(− ∫ x0 γ(u)du) dans (7.14) est associé à l’onde sortante
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alors que celui en exp
(∫ x

0 γ(u)du
)

correspond à l’onde entrante. Par conséquent, la condition
absorbante théorique parfaite est :

(P−1V̂ )1 = 0 sur Γ,

ce qui montre que A = 0 et revient à dire que la projection de V̂ sur le sous-espace propre
Eγ = {u,Lu = γu} est nulle. En notant Π(s, ξ) ce projecteur, on a donc :

Π(s, ξ) (V̂ ) = 0. (7.15)

Nous introduisons maintenant l’opérateur Π̃ de symbole :

Π(ω, ξ) := lim
µ→0

Π(s, ξ) = lim
µ→0

Π(µ+ iω, ξ);

on applique alors une transformée de Fourier inverse en t et y à la relation (7.15) puis, en
passant à la limite lorsque µ tend vers 0, on obtient la condition aux limites transparente :

Π̃ (∂t, ∂y) (V ) = 0 sur ]0,∞[×Γ. (7.16)

Afin de déterminer les conditions absorbantes, on démontre rapidement deux lemmes qui vont
nous être utiles :

Lemme 7.2.3 Le projecteur Π est donné par :

Π(s, ξ) =
1
2

 1 −α

− 1
α

1



Preuve. Il suffit d’écrire Π(f1) = f1 et Π(f2) = 0, où f1 =

 1

−α−1

 et f2 =

 α

1

. �

Lemme 7.2.4 La condition aux limites transparente (7.16) s’écrit dans les variables de Fou-
rier :

Ê ∧ n+ αĤ = 0 sur Γ. (7.17)

Preuve. Comme Π(s, ξ) (V̂ ) = 0 pour x = a, le lemme précédent montre que

Êy − αĤ = 0 sur Γ,

ce qui démontre le résultat puisque n = e1. �

La condition aux limites transparente (7.16) étant globale en temps et en espace, elle est
difficilement utilisable d’un point de vue numérique. Ainsi, il est important d’obtenir des ap-
proximations locales de la condition absorbante parfaite. Pour cela, nous allons approcher le
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symbole de Π̃.
Tout d’abord, le lemme 7.2.3 montre que le symbole de l’opérateur Π̃ s’écrit :

Π(ω, ξ) = lim
µ→0

Π(µ+ iω, ξ) = lim
µ→0

1
2

 1 −α

−α−1 1


= lim

µ→0

1
2

 1 − (1 + ξ2s−2
)1/2

− (1 + ξ2s−2
)−1/2 1

 ,
i.e.

Π(ω, ξ) =
1
2

 1 − (1 − ξ2ω−2
)1/2

− (1 − ξ2ω−2
)−1/2 1

 .
En posant ε = ξω−1, on a :

Π(ω, ξ) =
1
2

 1 − (1 − ε2
)1/2

− (1 − ε2
)−1/2 1

 = Π(1, ε).

La construction de conditions absorbantes locales repose sur l’approximation du projecteur
Π(1, ε) pour ε petit à l’aide d’un développement de Taylor (ou de Padé) de la racine carrée
aux ordres 0 et 1. La première approximation, obtenue en conservant uniquement le terme
d’ordre 0 s’écrit :

Π(1, ε) =
1
2

 1 −1 + o(ε)

−1 + o(ε) 1

 = Π(1, 0) + o(ε),

ce qui nous donne la première approximation de la condition aux limites transparente :

Π(1, 0) (V̂ ) = 0 sur Γ,

soit

Êy = Ĥ sur Γ.

En appliquant une transformée de Fourier inverse à la relation précédente, on obtient la
condition aux limites absorbante d’ordre zéro :

E ∧ n+H = 0 sur Γ. (7.18)

Pour obtenir des conditions du second ordre, on écrit :

Π(1, ε) =
1
2


1 −1 +

ε2

2
+ o(ε2)

−1 − ε2

2
+ o(ε2) 1

 =
1
2


1 −1 +

ε2

2

−1 − ε2

2
1


︸ ︷︷ ︸

Mε

+o(ε2),
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ce qui conduit à deux nouvelles conditions aux limites approchées :

l1(V̂ ) = 0 sur Γ et l2(V̂ ) = 0 sur Γ,

où l1 et l2 désignent les lignes de Mε. Autrement dit, on a :

Êy − Ĥ +
ε2

2
Ĥ = 0 sur Γ et Ĥ − Êy − ε2

2
Êy = 0 sur Γ.

On multiplie maintenant ces équations par ω2 et on effectue une transformée de Fourier
inverse ; on obtient alors les conditions aux limites d’ordre deux :(

∂2
t −

1
2
∂2
y

)
H − ∂2

tEy = 0 sur Γ (7.19)

et (
∂2
t +

1
2
∂2
y

)
Ey − ∂2

tH = 0 sur Γ; (7.20)

ce qui s’écrit aussi :(
∂2
t −

1
2
∂2
y

)
H + ∂2

t (E ∧ n) = 0 sur Γ (7.21)

et (
∂2
t +

1
2
∂2
y

)
(E ∧ n) + ∂2

tH = 0 sur Γ. (7.22)

Les conditions aux limites (7.18), (7.21) et (7.22) que nous venons d’obtenir ne dépendent pas
de la fonction σ. Cela résulte du fait que la matrice de passage P (et donc le projecteur Π) est
indépendant de σ. Plus précisément, ces trois conditions absorbantes sont exactement celles
obtenues pour le système de Maxwell seul [119].

7.3 Analyse de la stabilité

7.3.1 Une première approche

Nous allons maintenant étudier la stabilité du modèle PML couplé aux CLA (7.18), (7.21)
et (7.22) que nous venons de présenter, en déterminant lesquelles de ces conditions conduisent
à un problème fortement bien posé au sens de Kreiss [90]. Pour analyser la stabilité au sens de
Kreiss, il suffit (voir [71]) de considérer le problème posé dans le demi-espace R2− = {x < 0} :

∂tU + Ax∂xU + Ay∂yU + BσU = 0 dans R2−,

U(x, y, 0) = U0(x, y) sur R2−,

C(U) = 0 pour x = 0,

(7.23)

où C désigne une des conditions aux limites introduites précédemment. Cela revient à supposer
que la frontière Γ est placée en x = 0, la PML en x = −a et que σ est nulle sur {x < −a}.
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Le problème (7.23) est effectivement fortement bien posé au sens de Kreiss s’il n’admet pas
de solution de la forme

U = U0est+λx+iξy (7.24)

avec

Re (s) > 0 et Re (λ) > 0 ; (7.25)

si une telle solution existe, ce problème est fortement mal posé.
Nous démontrons maintenant le résultat principal de cette partie :

Théorème 7.3.1 Associé à la condition (7.18) ou (7.21), le problème (7.23) est fortement
bien posé.
En revanche, c’est un problème fortement mal posé pour la condition aux limites (7.22).

Preuve. On suppose que le problème (7.23) admet une solution de la forme (7.24), (7.25).
On a alors :

P 0 =
σ2

s+ σ
E0
x, (7.26)

E0
x = iξ

s+ σ

s2
H0, (7.27)

E0
y = − λ

s+ σ
H0, (7.28)

(s+ σ)H0 = iξE0
x − λE0

y . (7.29)

(i) Étude de la condition (7.18) :
Dans ce cas, on a :

Êy = Ĥ sur Γ,

ce qui entrâıne, grâce à (7.28) :
- ou bien E0

y = 0, alors U est la solution nulle.
- ou bien : λ = −(s+ σ), ce qui est incompatible avec (7.25) puisque σ est positive.
Par conséquent, le problème (7.23) est fortement bien posé pour la condition aux limites (7.18).

(ii) Étude de la condition (7.21) :
La condition (7.21) s’écrit :

(s2 +
ξ2

2
)H0 = s2E0

y ,

c’est-à-dire, d’après (7.28) :(
s2 + (s + σ)

s2 + ξ2

2

λ

)
E0
y = 0.
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Comme précédemment, si E0
y = 0, U est la solution nulle. Si Ey �= 0, on a alors :

λ = −
(
s+

ξ2

2s

)(
1 +

σ

s

)
, (7.30)

donc

λ2 =
(2s2 + ξ2)2(s+ σ)2

4s4
. (7.31)

Par ailleurs, les relations (7.27), (7.28) et (7.29) entrâınent :

s+ σ = −ξ
2

s2
(s + σ) +

λ2

s+ σ
,

i.e.

λ2 = (s+ σ)2
(

1 +
ξ2

s2

)
. (7.32)

On égale alors les valeurs de λ2 données par (7.31) et (7.32) :

(s+ σ)2
(
s2 + ξ2

s2

)
=

(2s2 + ξ2)2(s+ σ)2

4s4
.

Comme s+ σ �= 0 (car σ ≥ 0 et Re (s) > 0) cette égalité est équivalente à :

s2 + ξ2 =
4s4 + 4s2ξ2 + ξ4

4s2
,

d’où ξ = 0. Mais alors la relation (7.30) devient :

λ = −(s+ σ),

ce qui est impossible d’après (7.25) et la positivité de σ. Ainsi, le problème (7.23) est forte-
ment bien posé pour (7.21).

(iii) Étude de la condition (7.22) :
Cette fois, nous allons montrer que le problème admet une solution de la forme (7.24), (7.25).
Tout d’abord, nous disposons encore de la relation (7.32), qui est une conséquence de (7.27),
(7.28) et (7.29), et ne dépend pas de la condition aux limites. Par ailleurs, la condition (7.22)
s’écrit :

(s2 − ξ2

2
)E0

y = s2H0,

c’est-à-dire, compte tenu de (7.27) :

(s2 − ξ2

2
)E0

y −
s4

iξ(s + σ)
E0
x = 0. (7.33)

Enfin, les relations (7.27) et (7.28) donnent aussi :

E0
x + iξ

(s + σ)2

s2λ
E0
y = 0. (7.34)
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Les équations (7.33) et (7.34) montrent donc que nous avons :
1

s4

iξ(s+ σ)

iξ
(s + σ)2

λs2
ξ2

2
− s2


︸ ︷︷ ︸

Z


E0
x

E0
y

 = 0. (7.35)

L’existence de solutions non nulles de (7.35) nécessite la nullité du déterminant de Z, c’est-
à-dire :

ξ2 = 2s2
(

1 +
s+ σ

λ

)
. (7.36)

Puisque l’on recherche des solutions telles que Re(s) > 0, essayons par exemple de prendre
s = σ + 1 ; les relations (7.32) et (7.36) deviennent alors :

λ2 = (2σ + 1)2
(

1 +
ξ2

s2

)
,

ξ2

s2
= 2
(

1 +
2σ + 1
λ

)
,

donc, en égalant les valeurs de ξ2s−2 :

2
(

1 +
2σ + 1
λ

)
=
(

λ

2σ + 1

)2

− 1 =
(λ− 2σ − 1)(λ+ 2σ + 1)

(2σ + 1)2
.

En posant X = 2σ + 1, l’équation précédente s’écrit :

2X2

(
1 +

X

λ

)
= (λ−X)(λ +X),

ou encore :
λ+X

λ
(λ2 − λX − 2X2) = 0 i.e.

(λ+X)2

λ
(λ− 2X) = 0.

La solution que l’on cherche doit vérifier Re(λ) > 0, le seule possibilité consiste donc à prendre
λ = 2X > 0. Conformément à ce qui précède, on fait donc les choix suivants :

s = σ + 1, λ = 2(2σ + 1), ξ2 = 3s2

et

U = U0est+λx+iξy,

avec

U0 =



E0
x

E0
y

H0

P 0


=



iξ 2σ+1
s2

−2

1

iξ σ
2

s2


.

Le vecteur U est une solution de (7.23) vérifiant (7.25) ce qui montre que le problème (7.23) est
fortement mal posé pour la condition aux limites (7.22) et achève la preuve du théorème. �
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7.3.2 Complément

La démonstration du théorème 7.3.1 (plus précisément du dernier point) repose sur un
choix particulier de s. Nous allons présenter une preuve plus générale, qui n’utilise pas un tel
choix. On conserve ici les notations précédemment introduites. Commençons par démontrer
le résultat suivant, inspiré de [56] :

Proposition 7.3.2 Le problème (P) admet des solutions non nulles de la forme

U = φ(x)est+iξ avec Re(s) > 0 et lim
x→−∞φ(x) = 0 (7.37)

si et seulement si on a :

φ(x) = Aeγx



−iξ s+σ
s2α

1

− 1
α

−iξ σ2

s2α


avec A �= 0. (7.38)

Preuve. On suppose que (P) admet une solution non nulle de la forme (7.37). En notant

φ =


ex
ey
h
p

 ,
les équations (7.1), (7.2), (7.3) et (7.4) conduisent à :

ex = iξ
s+ σ

s2
h,

h′ = −(s+ σ)ey,

e′y = −(s+ σ)(1 + ξ2s−2)h;

i.e.

d

dx

 ey
h

 = L
 ey

h

 ,
où L est l’opérateur introduit précédemment. Le raisonnement mené plus haut (diagonalisa-
tion de L) montre alors que l’on a : ey

h

 = P
 Aeγx

Be−γx

 =

 Aeγx + αBe−γx

Be−γx − A
α e

γx

 .
Comme φ tend vers 0 en −∞ et Re(γ) > 0, on obtient B = 0. Par conséquent, φ vérifie (7.38)
avec A �= 0 puisque U est supposée non nulle. La réciproque est immédiate. �
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À l’aide de cette proposition, nous allons donner une preuve plus simple du théorème 7.3.1 :

(i) Étude du problème (7.23) pour la condition aux limites (7.18) :
Si ce problème admet une solution de la forme (7.37), la proposition 7.3.2 et la condition
(7.18) montrent qu’il existe A non nul tel que :

Aeγx = −A
α
eγx,

donc α+ 1 = 0 ; ce qui est impossible étant donné que α = (1 + ξ2s−2)1/2.

(ii) Étude du problème (7.23) pour la condition aux limites (7.21) :
On suppose de nouveau que ce problème est fortement mal posé et on écrit la condition aux
limites (7.21) en utilisant la proposition 7.3.2 : il existe A �= 0 vérifiant

s2Aeγx = −A
α
eγx
(
s2 +

ξ2

2

)
;

ce qui entrâıne :

α = −
(
ξ2

2s2
+ 1
)
s(1 + α) = − ξ

2

2s
,

incompatible avec la définition de α puisque α2 = 1 + ξ2s−2.

(iii) Étude du problème (7.23) pour la condition aux limites (7.22) :
Nous allons montrer que ce problème admet une solution de la forme (7.38), ce qui prouvera
qu’il est fortement mal posé. En cherchant des solutions de la forme (7.38), la condition (7.22)
s’écrit :(

s2 − ξ2

2

)
Aeγx = −As

2

α
eγx,

ce qui donne, puisque Aeγx �= 0 :

ξ2 = 2s2
(

1 +
1
α

)
. (7.39)

De plus, par définition de α, on a :

ξ2

s2
= α2 − 1; (7.40)

les relations (7.39) et (7.40) montrent donc que

1 +
1
α

=
ξ2

2s2
=
α2 − 1

2
,

d’où

α3 − 3α− 2 = 0 ;

ce qui signifie que α vaut −1 ou 2. Or, on a déja vu au point (i) que α est différent de −1 ;
donc nécessairement α = 2. Notons qu’on a alors ξ2 = 3s2 grâce à (7.39) ou (7.40).
En choisissant ξ et s tels que ξ2 = 3s2 (avec s > 0), la proposition 7.3.2 montre alors que
le problème (P) admet une solution non nulle de la forme (7.37), ce qui montre que notre
problème est fortement mal posé et termine cette nouvelle démonstration du théorème 7.3.1.
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7.4 Analyse par ondes planes des conditions aux limites

Pour étudier l’efficacité des conditions aux limites absorbantes (7.18) et (7.21), nous allons
maintenant analyser la réflexion d’une onde plane sur la frontière artificielle. Pour cela, nous
déterminons dans un premier temps, pour chacune de ces conditions, la forme de l’onde
transmise dans la PML (pour une onde plane incidente qui arrive sur l’interface vide-PML).
Ensuite, nous calculons le coefficient de réflexion sur la frontière artificielle.

7.4.1 Calcul des champs dans la couche absorbante

À partir d’une onde plane incidente qui atteint l’interface vide-PML, nous allons déterminer
la valeur des champs dans la couche absorbante {0 ≤ x ≤ a}. Pour cela, nous allons résoudre
un système différentiel (déja étudié au paragraphe 7.2.2) en utilisant les conditions aux limites
que nous avons construites.

Nous cherchons une onde plane solution particulière de (P) sous la forme :

U =

 ExEy
H

 =

 −ky
ω

kx
ω
1

 ei(ωt−kxx−kyy) pour x < 0, (7.41)

avec :

k2
x + k2

y = ω2,

et

U =


Ex
Ey
H
P

 =


ex
ey
h
p

 ei(ωt−kyy) pour x ≥ 0; (7.42)

où ex, ey, h et p sont des fonctions qui dépendent uniquement de la variable x.
En injectant (7.42) dans le système (P), on obtient :

p =
σ2

σ + iω
ex

ex = i
ky
ω2

(σ + iω)h,

h′ = −(σ + iω)ey,

e′y = − k
2
x

ω2
(σ + iω)h.

Par conséquent, ey et h sont solutions du système différentiel :

d
dx

 ey
h

 = L
 ey

h

 ,
avec

L =

 0 − k
2
x

ω2
(σ + iω)

−(σ + iω) 0

 .
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Ce système est analogue au système (7.13), étudié plus haut, avec s = iω et ξ = iky. Le
raisonnement mené au paragraphe 7.2.2 (diagonalisation de L, voir (7.14)) montre que nous
avons : ey

h

 = P
 Ae

� x
0
γ(u)du

Be−
� x
0 γ(u)du

 (7.43)

où

P =

 1 kx
ω

− ω
kx

1

 , γ =
kx
ω

(σ + iω);

A et B étant des constantes indépendantes de la variable x. La relation (7.43) s’écrit aussi :
ey = Ae

� x
0 γ(u)du + kx

ω Be
− � x

0 γ(u)du,

h = Be−
� x
0 γ(u)du − ω

kx
Ae

� x
0 γ(u)du.

(7.44)

Il reste à déterminer les constantes A et B, qui donnent les valeurs des champs E et H. Pour
cela, nous allons utiliser d’une part la condition absorbante en x = a, et d’autre part une
hypothèse de continuité à l’interface vide-PML ; nous supposerons désormais que :

Ey +H est continue en x = 0. (7.45)

On rappelle que cette condition a été utilisée dans [2] pour établir que le modèle est PML.
Compte tenu de (7.41) et (7.42), cette dernière condition s’écrit :

kx
ω

+ 1 = ey(0) + h(0),

c’est-à-dire, d’après (7.44) :(
1 − ω

kx

)
A+
(

1 +
kx
ω

)
B = 1 +

kx
ω
. (7.46)

L’équation reliant A et B en x = a va alors nous permettre de terminer ce calcul.
Pour plus de clarté, nous noterons dorénavant :

Kx =
kx
ω

et Ky =
ky
ω

;

ces deux valeurs vérifiant la relation :

K2
x +K2

y = 1. (7.47)

(i) Condition aux limites (7.18) : grâce à (7.42), cette condition s’écrit ey(a) = h(a) ; c’est-à-
dire, d’après (7.44) :

eKxI
(

1 +
1
Kx

)
A+ e−KxI (Kx − 1)B = 0 (7.48)

où

I =
∫ a

0
(σ(s) + iω) ds = iωa+

∫ a

0
σ(s) ds.
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La résolution du système (7.46), (7.48) donne :

A =
Kx(K2

x − 1)e−2KxI

(Kx − 1)2e−2KxI − (Kx + 1)2
, (7.49)

B = − (Kx + 1)2

(Kx − 1)2e−2KxI − (Kx + 1)2
. (7.50)

(ii) Condition aux limites (7.21). À l’aide de (7.42), elle s’écrit :(
−ω2 + ω2K

2
y

2

)
h(d) = −ω2ey(d),

ou encore, en utilisant (7.44) :

eKxI

[
1
Kx

(
1 − K2

y

2

)
+ 1

]
A+ e−KxI

(
Kx +

K2
y

2
− 1

)
= 0. (7.51)

Les équations (7.46) et (7.51) donnent alors les valeurs de A et B suivantes :

A =
Kx(Kx + 1)

(
Kx − 1 + K2

y

2

)
e−2KxI

(Kx − 1)e−2KxI
(
Kx − 1 + K2

y

2

)
− (Kx + 1)

(
Kx + 1 − K2

y

2

) , (7.52)

B = −
(Kx + 1)

(
Kx + 1 − K2

y

2

)
(Kx − 1)e−2KxI

(
Kx − 1 + K2

y

2

)
− (Kx + 1)

(
Kx + 1 − K2

y

2

) . (7.53)

Remarque 7.4.1 Lorsque Kx = 1 (donc Ky = 0), on obtient, pour les deux conditions,
A = 0 et B = 1. Par conséquent, la réflexion de l’onde est nulle à incidence normale.

7.4.2 Calcul du coefficient de réflexion

En utilisant ce qui précède, nous allons maintenant déterminer le coefficient de réflexion
sur la frontière artificielle. Le résultat que nous démontrons est le suivant :

Théorème 7.4.2 Une onde plane qui arrive sur la frontière artificielle Γ avec un angle d’in-
cidence θ est réfléchie en une onde plane dont l’amplitude est multipliée par r pour la condition
(7.18) et par r2 pour la condition (7.21), avec :

r =
1 − cos θ
1 + cos θ

.
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Preuve. Les relations (7.42) et (7.44) montrent que, dans la couche 0 ≤ x ≤ a, nous avons :

Ey = BKxe
−Kx

� x
0
σ(s)dseiω(t−Kxx−Kyy) +AeKx

� x
0
σ(s)dseiω(t+Kxx−Kyy), (7.54)

H = Be−Kx
� x
0 σ(s)dseiω(t−Kxx−Kyy) − A

Kx
eKx

� x
0 σ(s)dseiω(t+Kxx−Kyy); (7.55)

où A et B sont définies par les relations (7.49) et (7.50) ou (7.52) et (7.53) selon la condition
étudiée.
Par définition, le coefficient de réflexion r est égal au rapport de l’amplitude de l’onde réfléchie
sur l’amplitude de l’onde incidente. Nous avons en particulier :

r =
|Href|
|Hinc| .

L’écriture (7.55) montre que le champ H se décompose sous la forme :

H = Hinc +Href,

où le champ magnétique incident est donné par :

Hinc = Be−Kx
� x
0 σ(s)dseiω(t−Kxx−Kyy),

et le champ magnétique réfléchi s’écrit :

Href =
A

Kx
eKx

� x
0 σ(s)dseiω(t+Kxx−Kyy).

Nous avons évidemment une décomposition analogue pour Ex et Ey.
Ainsi, le coefficient de réflexion en tout point x de [0, a] est donné par :

r(x) =
| AKx eKx

� x
0 σ(s)dseiω(t+Kxx−Kyy)|

|Be−Kx
� x
0
σ(s)dseiω(t−Kxx−Kyy)|

=
|A|eKx

� x
0
σ(s)ds

|BKx|e−Kx
� x
0
σ(s)ds

,

(pour calculer ce coefficient, on pouvait utiliser le champ électrique).
Puisque l’on analyse la réflexion sur la frontière artificielle Γ, le coefficient recherché est :

r = r(a) =
|A|eKx

� a
0 σ(s)ds

|BKx|e−Kx
� a
0 σ(s)ds

=
∣∣∣∣ ABKx

∣∣∣∣ e2KxI . (7.56)

Notons que si θ désigne l’angle que forme la direction de propagation K = t[Kx,Ky] avec la
normale extérieure e1 à la frontière artificielle Γ, on a Kx = cos θ. Comme on s’intéresse à la
réflexion d’une onde plane incidente qui atteint Γ, on a Kx > 0 ; ce qui signifie que |θ| < π

2 .
Il reste à déterminer r suivant les valeurs de A et B, c’est-à-dire suivant la condition aux
limites étudiée.

(i) Pour la condition (7.18) dite de Silver-Müller, on a, grâce à (7.49), (7.50) et (7.56) :

r =
∣∣∣∣ Kx(K2

x − 1)
Kx(Kx + 1)2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Kx − 1
Kx + 1

∣∣∣∣ = 1 − cos θ
1 + cos θ

.
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(ii) Pour la condition (7.21), les relations (7.52), (7.53) et (7.56) montrent que :

r =

∣∣∣∣∣∣∣
Kx(Kx + 1)

(
Kx − 1 + K2

y

2

)
Kx(Kx + 1)

(
Kx + 1 − K2

y

2

)
∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 2Kx − 2 + 1 −K2

x

2Kx + 2 − (1 −K2
x)

∣∣∣∣ = (1 − cos θ)2

(1 + cos θ)2
,

ce qui achève la preuve du théorème. �

Remarque 7.4.3 Les coefficients que nous venons d’obtenir sont exactement ceux établis
pour le système des équations de Maxwell seul, pour diverses conditions aux limites absor-
bantes ([56], [75], [119]).

7.4.3 Comparaison avec une condition aux limites usuelle

Le problème (P2) a été résolu dans [2] pour des conditions aux limites classiques : conti-
nuité de H en x = 0 et conductivité parfaite en x = a (Ey(a) = 0). En utilisant (7.42), ces
conditions s’écrivent :

h(0) = 1 et ey(a) = 0;

ou encore, grâce à (7.44) :
B − A

Kx
= 1,

AeKxI +KxBe
−KxI = 0.

On obtient alors :

A = − Kxe
−2KxI

1 + e−2KxI

et

B =
1

1 + e−2KxI
.

À l’aide de ces valeurs et de (7.56), le coefficient de réflexion sur Γ vaut alors :

r =
∣∣∣∣−Kx

Kx

∣∣∣∣ = 1.

Dans ce cas, non seulement la réflexion n’est plus nulle à incidence normale, mais elle est
totale quel que soit l’angle d’incidence. Ceci est bien connu pour une condition de Dirichlet
dite parfaitement réfléchissante.

Par conséquent, d’un point de vue théorique, les conditions que nous avons introduites
sont meilleures que cette condition classique, utilisée dans la plupart des travaux pour fermer
la couche PML. Si la condition de Dirichlet a toujours été privilégiée, c’est qu’elle est très
simple à mettre en œuvre numériquement, et même si les champs se réfléchissent parfaitement,
ils sont suffisamment amortis dans la couche pour ne pas polluer le milieu réel. Toutefois, on
peut facilement imaginer que la couche doit être assez épaisse pour que l’amortissement soit
efficace. On pourrait alors se demander si, en choisissant par exemple une condition de Silver-
Müller, il ne serait pas possible d’optimiser la taille de la couche. Cette question n’a pas été
traitée dans ce manuscrit et fera l’objet de développements ultérieurs.

142



Chapitre 8

Étude d’un modèle PML 2D
existant pour l’élastodynamique

8.1 Présentation succincte des équations de l’élastodynamique

On s’intéresse dans ce chapitre aux équations de l’élastodynamique formulées comme un
système du premier ordre en vecteur vitesse et tenseur des contraintes. Cette écriture du
modèle physique est classique en géophysique et a déjà été utilisée par exemple par Collino
et Tsogka [43]. Par ailleurs, nous utilisons plus loin le même modèle PML que celui considéré
par ces auteurs. On se restreint ici au cas bidimensionnel. Si v désigne le vecteur vitesse,
on commence par définir le tenseur des déformations ε (écrit en vitesse) dans l’hypothèse de
petites déformations du milieu :

εij =
1
2
(∂jvi + ∂ivj).

On introduit une loi de comportement (correspondant à un milieu élastique linéaire isotrope)
pour définir le tenseur des contraintes σ à partir du tenseur des déformations ε :

σij = λ δijTr(ε) + 2µ εij ,

où λ et µ sont les paramètres de Lamé [94], δ désigne le symbole de Kronecker et Tr(ε) la
trace de la matrice carrée d’ordre 2 ε. Notons que σ est symétrique puisque ε est symétrique.
Les paramètres de Lamé peuvent être exprimés en fonction de la vitesse des ondes de pression
(ondes P) Vp (en m.s−1), de celle des ondes de cisaillement (ondes S) Vs (en m.s−1), et de la
densité de masse du milieu ρ (en kg.m−3) à l’aide des relations :

µ = ρV 2
s et λ = ρV 2

p − 2µ;

on a donc :

Vp =

√
λ+ 2µ
ρ

et Vs =
√
µ

ρ
.

Dans la suite, nous identifions le tenseur symétrique σ au vecteur suivant (noté encore σ) :

σ =

 σxxσyy
σxy

 .
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En l’absence de source extérieure, les équations de l’élastodynamique s’écrivent :{
ρ∂tv = divσ,
H−1∂tσ = ε(v),

(8.1)

où la divergence de σ est définie par :

divσ =
[

divσx
divσy

]
,

avec :

σx =
[
σxx
σxy

]
et σy =

[
σyx
σyy

]
.

L’énergie cinétique est définie par :

Ec =
1
2
ρ ‖v‖2 ,

et l’énergie potentielle est, quant à elle, donnée par :

Ep =
1
2

2∑
i,j=1

σijεij

Dans le cas d’un milieu élastique, c’est-à-dire en l’absence de dissipation (atténuation, visco-
élasticité...), l’énergie totale du milieu se conserve au cours du temps :

Ec + Ep = constante.

On appelle sismogramme ou encore trace sismique l’enregistrement au cours du temps t en un
point x du milieu des composantes du vecteur déplacement u ou vitesse v (voir figure 8.1). On
appelle profil sismique un ensemble de traces sismiques enregistrées à des distances différentes
de la source (voir figure 8.2). Dans un tel profil les ondes ont tendance à arriver plus tard aux
récepteurs (également appelés stations sismiques) situés les plus loin de la source.
Le système d’équations (8.1) peut être résolu à l’aide d’un schéma numérique discret de

différences finies explicite en temps faisant intervenir le pas d’espace du maillage ∆x et le pas
de temps ∆t (pour plus de détails sur cette méthode, voir par exemple [100] et [130]). Dans
le cadre d’un algorithme de différences finies, la condition de stabilité du schéma numérique
de R. Courant et K. O. Friedrichs et H. Lewy [45] appelée condition CFL est :

Vp∆t ≤
√

1
1

∆x2 + 1
∆y2

.

Elle impose une limite supérieure pour le pas de temps que l’on peut choisir.
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Fig. 8.1 – Un enregistrement au cours du temps t en un point x du milieu d’une des compo-
santes du vecteur déplacement ou vitesse est appelé sismogramme ou encore trace sismique.

Fig. 8.2 – Un ensemble de traces sismiques enregistrées à une distance croissante de la source
est appelé profil sismique.
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8.2 Intérêt et contexte de la simulation numérique en élasto-
dynamique dans le domaine de la géophysique

L’évolution, au cours des trente dernières années, de la puissance de calcul des ordinateurs
permet maintenant d’étudier avec précision la propagation des ondes sismiques.

Parmi les différentes approches utilisées pour modéliser la propagation des ondes sis-
miques, la plus classique est certainement la méthode des différences finies. Elle consiste à
approcher les dérivées partielles par des opérateurs discrets faisant intervenir des différences
entre points de grille adjacents. Cette technique a été initialement utilisée pour discrétiser les
équations de Maxwell [132] et les équations de Navier-Stokes [40]. Elle a ensuite été appliquée
à l’élastodynamique [7]. La littérature traitant de cette méthode est très vaste, allant des
articles historiques de [7], [6], [77], [100] et [130] aux applications réalistes aux mouvements
forts du sol lors de tremblements de terre (voir par exemple [60, 59, 105, 107, 104]). La grille
en quinconce standard du second ordre en espace et en temps qui est utilisée dans de nom-
breux travaux a été introduite par [100] et [130]. Cependant, malgré de récentes améliorations
telles que les opérateurs compacts ou optimaux (voir par exemple [136, 137]), les méthodes
de différences finies ont certaines limites gênantes. On peut notamment citer le calcul précis
des ondes de surface, la capacité à prendre en compte des géométries complexes et la possibi-
lité d’adapter la taille de la grille aux longueurs d’onde sismiques. Comme illustration de ces
limites, notons que les méthodes de différences finies n’ont pas permis de traiter le problème
posé par la sismologie à l’échelle de la Terre globale, sauf dans le cas de géométries simplifiées
(voir par exemple [92, 93, 35]).

Les méthodes d’éléments frontière (voir par exemple [76]) ou les méthodes intégrales (voir
par exemple [116]) ont été introduites afin de prendre en compte la topographie réaliste de
surface et d’interface (voir par exemple [26]). Ces méthodes sont basées sur des théorèmes
de représentation intégrale associés à des développements des fonctions de Green en nombres
d’onde discrets. Toutefois, ces méthodes se limitent à des milieux composés d’un nombre fini de
couches homogènes, et conduisent (dans les applications 3D) à des systèmes linéaires de grande
taille et mal conditionnés. En trois dimensions, le coût de ces techniques augmente rapidement
avec la résolution numérique. Ainsi, on doit souvent appliquer un seuil de troncature, ce qui
conduit à des artefacts numériques dans la solution (voir par exemple [27]).

Les méthodes spectrales et pseudo-spectrales ont également été appliquées à l’élastody-
namique à l’échelle locale (voir par exemple [123, 33]) ou globale (voir par exemple [61, 62]).
Ces méthodes sont plus précises que les méthodes de différences finies en raison de la très
faible dispersion numérique obtenue avec seulement un faible nombre de points de grille par
longueur d’onde, qui peut être choisi très proche de la limite d’échantillonnage théorique de
Nyquist. Cependant, en raison de la nature de la base polynômiale choisie, ces méthodes se
limitent à des milieux géologiques lisses et ne peuvent pas être appliquées à des géometries
complexes. Comme les méthodes de différences finies, elles ne peuvent pas non plus modéliser
les ondes de surfaces avec la même précision que les ondes de volume en raison du traitement
paraxial nécessaire afin d’imposer la condition de surface libre (voir par exemple [33]).

Même si elles sont bien adaptées aux géométries complexes, les méthodes d’éléments finis
classiques n’ont pas été très souvent appliquées à l’élastodynamique (voir par exemple [99, 124,
9]). Cela est dû à l’importante dispersion numérique liée au bas degré des bases polynômiales
utilisées [102], et également à la puissance informatique nécessaire pour résoudre les systèmes
linéaires résultants.
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Dans le domaine de la sismologie à l’échelle locale, régionale ou globale, de récents progès
ont été effectués grâce à la méthode des éléments spectraux. Cette méthode a été introduite
il y a une vingtaine d’années en mécanique des fluides par [106] et [101]. C’est une méthode
variationnelle d’ordre élevé qui permet, comme les méthodes d’éléments finis, de manipuler
des géométries complexes tout en conservant le taux de convergence exponentiel des méthodes
spectrales. Cela explique le terme ”méthode des éléments spectraux” choisi par [106], qui peut
prêter à confusion puisque l’on travaille dans le domaine temporel et non dans le domaine
fréquentiel. Les applications à l’élastodynamique 2D (voir par exemple [41, 112]) et 3D (voir
par exemple [79, 54, 80, 118, 81, 87, 96]) se sont révélées très précises, avec une faible dispersion
numérique. De plus, la méthode des éléments spectraux a été appliquée avec succès à la
sismologie dans des modèles de la Terre tridimensionnels [36, 82, 83, 84, 37, 86, 38]. La méthode
des éléments spectraux a aussi d’autres applications dans le domaine de la géophysique, comme
par exemple la résolution de l’équation de ”shallow water” [121]. Notons que très récemment la
méthode de Galerkin discontinue d’ordre élevé a permis d’atteindre une très grande précision
et de prendre en compte des champs discontinus [50].

8.3 Modèle PML utilisé pour notre étude

Le modèle PML que nous utilisons a été introduit par Collino et Tsogka [43]. Il repose
sur la décomposition des inconnues v et σ décrite dans l’introduction de notre travail (pour
un système hyperbolique du premier ordre). On écrit :

v = vx + vy, σ = σx + σy,

et on injecte dans le système un coefficient d’amortissement qui est une fonction de la variable
normale à la couche absorbante. Afin d’éviter les confusions nous notons, dans ce chapitre, d
la fonction d’amortissement. Comme nous l’avons indiqué en introduction de notre travail, les
équations modifiées sont toutes celles comportant des dérivées normales par rapport au bord
de la couche. Comme dans les chapitres précédents, on considère une couche plane positionnée
en x = 0. On se place en outre dans le cas d’un milieu élastique, isotrope et homogène. Le
modèle PML s’écrit :



ρ(∂t + d(x))vxx = ∂xσxx ; ρ∂tv
y
x = ∂yσxy,

ρ(∂t + d(x))vxy = ∂xσxy ; ρ∂tv
y
y = ∂yσyy,

(∂t + d(x))σxxx = (λ+ 2µ)∂xvx ; ∂tσ
y
xx = λ∂yvy,

(∂t + d(x))σxyy = λ∂xvx ; ∂tσ
y
yy = (λ+ 2µ)∂yvy,

(∂t + d(x))σxxy = µ∂xvy ; ∂tσ
y
xy = µ∂yvx.

(8.2)
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8.4 Caractère bien posé et stabilité du modèle PML

8.4.1 Caractère bien posé du modèle PML

On s’intéresse ici au caractère bien posé du système (8.2) dans le cas où d est une fonction
constante. Ce résultat a été établi dans un cadre général (voir [21]), celui d’un système hy-
perbolique d’ordre un satisfaisant des hypothèses convenables. Nous donnons ici une preuve
directe. La méthode que nous utilisons est semblable à celle appliquée au système de Maxwell
dans [20]. On commence par écrire le système (8.2) sous la forme :

∂tU
x + dUx +Ax∂x(Ux + Uy) = 0

∂tU
y +Ay∂y(Ux + Uy) = 0

(8.3)

avec

Ax =


0 0 −ρ−1 0 0
0 0 0 0 −ρ−1

−(λ+ 2µ) 0 0 0 0
−λ 0 0 0 0
0 −µ 0 0 0

 ,

Ay =


0 0 0 0 −ρ−1

0 0 0 −ρ−1 0
0 −λ 0 0 0
0 −(λ+ 2µ) 0 0 0
−µ 0 0 0 0

 et Uα =


vαx
vαy
σαxx
σαyy
σαxy

 , pour α = x, y.

Le système (8.3) s’écrit encore :

∂tV + Ax∂xV + Ay∂yV + CV = 0, (8.4)

avec

V =
[
Ux

Uy

]
, Ax =

[
Ax Ax
0 0

]
, Ay =

[
0 0
Ay Ay

]
et C =

[
dI5 0
0 0

]
.

On considère alors le problème de Cauchy (P3) :

(P3)


∂tV + Ax∂xV + Ay∂yV + CV = 0

V (x, y, 0) = V0(x, y)

et on note (P3)h le problème homogène (C = 0).
Introduisons maintenant, pour tout k = (kx, ky) ∈ R2, la matrice symbole A(k) associée à
(8.4) :

A(k) = kxAx + kyAy =
[
kxAx kxAx
kyAy kyAy

]
∈ M10(R).
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Le polynôme caractéristique de A(k) est :

χA(k)(X) =
X6

ρ2
(ρX2 − µk2

x − µk2
y)(ρX

2 − λk2
x − λk2

y − 2µk2
x − 2µk2

y).

En tenant compte des valeurs des vitesses des ondes de compression et de cisaillement se
propageant dans le milieu (Vp =

√
λ+2µ
ρ et Vs =

√
µ
ρ ), on obtient :

χA(k)(X) = X6(X2 − V 2
p |k|2)(X2 − V 2

s |k|2).
On constate que, pour tout k dans R2, les valeurs propres de A(k) sont réelles. En revanche,
A(k) n’est pas diagonalisable puisque A(k) est de rang 5 (donc dim Ker A(k) = 5). Par
conséquent, le problème (P3)h est faiblement hyperbolique (voir chapitre 1).
En cherchant des solutions particulières de (P3) de type ondes planes harmoniques :

V (x, y, t) = V (k) exp[i(ω(k)t − kxx− kyy)],

on est conduit à étudier l’équation de dispersion :

det(A(k) + iC − ωI) = 0, (8.5)

que l’on considère comme une équation en ω. Notons {ω(k)} l’ensemble des solutions de (8.5).
D’après le résultat énoncé au chapitre 1 (proposition 1.2.7), le problème (P3) sera bien posé
si et seulement si :

∀k ∈ R2, Im ω(k) est minorée.

Posons :

P (ω) = det(A(k) + iC − ωI).

On a :

P (ω) = ω(ω − id)
∏
j=p,s

[
ω4 − 2idω3 − (d2 + V 2

j |k|2)ω2 + 2iV 2
j dk

2
yω + V 2

j k
2
yd

2
]
.

On introduit alors, pour l = p, s, le polynôme Pl :

Pl(X) = X4 − 2idX3 − (d2 + V 2
l |k|2)X2 + 2iV 2

l dk
2
yX + V 2

l k
2
yd

2,

et on note {ωli} l’ensemble des racines de Pl. On a :

P (X) = X(X − id)Pp(X)Ps(X) = X(X − id)
4∏
i=1

(X − ωpi )
4∏
i=1

(X − ωsi ) .

À l’aide du théorème des fonctions implicites, montrons le résultat suivant :
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Lemme 8.4.1 Lorsque |k| tend vers l’infini, on a, pour l = p, s, les développements asypm-
totiques suivants :

ωl1 = Vl|k| + id
k2
x

|k|2 +O(
1
|k| ),

ωl2 = −Vl|k| + id
k2
x

|k|2 +O(
1
|k|),

ωl3 = d

(
ik2
y + kxky

|k|2
)

+O(
1
|k|),

ωl4 = d

(
ik2
y − kxky

|k|2
)

+O(
1
|k|).

Preuve. Posons

τ =
d

|k| , K =
k
|k| et η =

ω

|k| ,

de sorte que l’on a, pour l = p, s, Pl(ω) = |k|4Ql(η, τ), avec

Ql(η, τ) = η2(η2 − V 2
l ) + 2iτη(V 2

l K
2
y − η2) − τ2(η2 − V 2

l K
2
y ) =

4∏
i=1

(
η − ηli

)
.

Notons que l’on a ∀j ∈ {1, . . . , 4}, ωlj = |k|ηlj . L’équation η2(η2 − V 2
l ) = 0 admet Vl et −Vl

comme racines simples et 0 comme racine double.

1) Étude des branches des solutions de Ql = 0 issues des points (Vl, 0) et (−Vl, 0).
Notons ηl1 (respectivement ηl2) la branche de la solution de Ql = 0 issue du point (Vl, 0) (res-
pectivement (−Vl, 0)).
On a ∂ηQl(Vl, 0) �= 0 puisque Vl est racine simple de η2(η2−V 2

l ) = 0. On peut donc appliquer
le théorème des fonctions implicites, et après développement limité de la fonction implicite,
on obtient :

ηl1 = Vl + iK2
xτ +O(τ2).

Le même raisonnement montre que l’on a ηl2 = −Vl + iK2
xτ +O(τ2).

Par conséquent, on obtient :

ωl1 = |k|ηl1 = Vl|k| + id
k2
x

|k|2 +O(
1
|k|) et ωl2 = |k|ηl2 = −Vl|k| + id

k2
x

|k|2 +O(
1
|k| ).

2) Étude au voisinage de la racine double 0 de η2(η2 − V 2
l ) = 0.

En posant ν = −iη
τ

= −iω
d

, on a Ql(η, τ) = τ2Rl(ν, τ), avec

Rl(ν, τ) = ν2τ2(ν − 1)2 + V 2
l (ν −K2

y )
2 + V 2

l K
2
xK

2
y .

Comme dans le point 1), on applique le théorème des fonctions implicites à Rl(ν, τ) aux points
K2
y ± iKxKy (les racines de V 2

l (ν −K2
y )2 + V 2

l K
2
xK

2
y = 0). On obtient :

ν = K2
y ± iKxKy +O(τ),
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ce qui donne

ωl3 = idνl3 = d

(
ik2
y + kxky

|k|2
)

+O(
1
|k|) et ωl4 = idνl4 = d

(
ik2
y − kxky

|k|2
)

+O(
1
|k|).�

On déduit de ce lemme que la partie imaginaire des racines de P est non seulement bornée
(quel que soit le signe de d) mais aussi positive à haute fréquence si l’on choisit la constante
d positive. Ce dernier point traduit un phénomène de stabilité à haute fréquence. Le lemme
précédent permet en outre d’énoncer le résultat suivant.

Proposition 8.4.2 Le problème PML (8.2) est bien posé.

8.4.2 Stabilité du modèle PML

La stabilité à haute fréquence du modèle PML (8.2) pour d constant a été démontrée dans
[21] (voir 4.3, remarque 6). Nous allons donner ici un résultat inspiré de [20]. Nous utilisons
de nouveau les notations introduites dans la preuve du lemme 8.4.1.

Lemme 8.4.3 On suppose ici que l’on a KxKy �= 0. Le polynôme S défini par

S(x) = τ4x3 + τ2(2V 2
l − τ2)x2 + V 2

l (V 2
l − 2τ2)x− V 4

l (1 − 2K2
y )

2 (8.6)

admet une ou deux racines réelles positives. De plus, ces racines appartiennent à l’intervalle
[0, 1].

Preuve. Notons que l’hypothèse KxKy �= 0 entrâıne 0 < K2
y < 1 donc 0 ≤ (1 − 2K2

y )
2 < 1.

On a

S′(x) = 3τ4x2 + 2τ2(2V 2
l − τ2)x+ V 2

l (V 2
l − 2τ2) = 3τ4(x− x1)(x− x2),

avec x1 = −V
2
l

τ2
et x2 =

2
3
− V 2

l

3τ2
. Remarquons que x1 < 0 et x2 =

2
3

+
x1

3
> x1. Par ailleurs,

lim−∞S = −∞
S(x1) = V 4

l

[
1 − (1 − 2K2

y )2
]
> 0

}
S admet une racine x−1 dans ] −∞, x1[,

S(0) = −V 4
l (1 − 2K2

y )2 ≤ 0
S(1) = V 4

l

[
1 − (1 − 2K2

y )
2
]
> 0

}
S admet une racine x0 dans [0, 1[,

S(x1) > 0
S(0) ≤ 0

}
S admet une racine x+

1 dans ]x1, 0].

Nous devons maintenant distinguer deux cas (il se peut en effet que l’on ait x+
1 = x0) :

(i) Si S(0) �= 0 (i.e. K2
y �= 1

2
), alors x+

1 < 0 et x0 est l’unique racine réelle positive de S, ce
qui prouve le lemme.
(ii) Si S(0) = 0, alors S(x) = x

[
τ4x2 + τ2(2V 2

l − τ2)x+ V 2
l (V 2

l − 2τ2)
]

= 3τ4(x−y1)(x−y2),
avec

y1 = x−1 =
τ2 − 2V 2

l −
√

4τ2V 2
l + τ4

2τ2
< 0 et y2 =

τ2 − 2V 2
l +
√

4τ2V 2
l + τ4

2τ2
≤ 1.

Dans ce cas, les racines positives de S sont 0 et éventuellement y2, d’où le lemme. �
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On établit maintenant la proposition suivante :

Proposition 8.4.4 Pour l = p, s, les racines {ωlj}j=1..4 de Pl vérifient ωl3 = −ωl1, ωl4 = −ωl2
et on a

∀k ∈ R2, ∀j ∈ {1..4}, 0 ≤ Imωlj ≤ d.

Preuve. On utilise les notations introduites dans la preuve du lemme 8.4.1. Rappelons que
l’on a

Rl(ν) = ν2τ2(ν − 1)2 + V 2
l (ν −K2

y )
2 + V 2

l K
2
xK

2
y .

Déterminer les racines de Pl revient à déterminer celles de Rl.

1) Si Ky = 0, on a Rl(ν) = ν2
[
τ2(ν − 1)2 + V 2

l

]
; les racines de Rl sont 1 + i

Vl
τ

, 1 − i
Vl
τ

et 0 (racine double). Autrement dit, on a :

ωl1 = ωl3 = 0,

ωl2 = −ωl4 = Vl|k| + id.

2) Si Kx = 0 (K2
y = 1), on a Rl(ν) = (ν − 1)2(ν2τ2 + V 2

l ) et les racines de Rl sont i
Vl
τ

, −iVl
τ

et 1 (racine double), d’où

ωl1 = ωl3 = id,

ωl2 = −ωl4 = Vl|k| + id.

3) On vient donc de démontrer la proposition 8.4.4 dans le cas où KxKy = 0. On suppose
désormais que l’on a KxKy �= 0. Tout d’abord, il est clair que dans ce cas, Rl n’a pas de racine
réelle (∀ν ∈ R, Rl(ν) > 0) donc Rl admet deux couples de racines complexes conjuguées
(νl1, ν

l
1) et (νl2, ν

l
2). On note a1 (respectivement a2) la partie réelle de νl1 (respectivement νl2)

et b1 (respectivement b2) la partie imaginaire de νl1 (respectivement νl2). En identifiant les
coefficients du polynôme Rl = τ2(ν − νl1)(ν − νl1)(ν − νl2)(ν − νl2), on obtient les relations :

a1 + a2 = 1, (8.7)

|νl1|2 + |νl2|2 + 4a1a2 = 1 +
V 2
l

τ2
, (8.8)

a1|νl2|2 + a2|νl1|2 = K2
y

V 2
l

τ2
, (8.9)

|νl1νl2|2 = K2
y

V 2
l

τ2
. (8.10)

En injectant (8.7) dans (8.8), on a :

u := |νl1|2 + |νl2|2 −
V 2
l

τ2
= (2a1 − 1)2 ≥ 0. (8.11)

On va se ramener à l’étude d’un polynôme de degré 3 en u. On a u ≥ 0 donc 4a1a2 − 1 ≤ 0.
Par conséquent, on a, grâce à (8.7),

4a1a2 − 1 = (2a1 − 1)(2a2 − 1) ≤ 0.
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Quitte à changer ν1 en ν2, cela nous permet de supposer que l’on a 1 − 2a1 ≥ 0 et par
conséquent

√
u = 1 − 2a1. On introduit alors la somme et la différence des |νlj |2 :

S = |νl1|2 + |νl2|2 = u+
V 2
l

τ2
,

D = |νl1|2 − |νl2|2,

de sorte que |νl1|2 =
S +D

2
et |νl2|2 =

S −D

2
. À l’aide de ces deux relations, (8.9) s’écrit

a1
S −D

2
+ a2

S +D

2
= K2

y

V 2
l

τ2
, (8.12)

et (8.10) devient

S2 −D2 = 4K2
y

V 2
l

τ2
. (8.13)

À l’aide de (8.12), cela nous permet d’exprimer D en fonction de u :

D =
2

1 − 2a1

(
K2
y

V 2
l

τ2
− S

2

)
=

2K2
y

V 2
l

τ2
− u− V 2

l

τ2√
u

.

La relation (8.13) nous donne alors :

u2 + 2u
V 2
l

τ2
+
V 4
l

τ4
− 4K4

y

V 4
l

uτ4
− u− V 4

l

uτ4
+ 4K2

y

V 4
l

uτ4
− 2

V 2
l

τ2
= 0,

i.e.

u2 +
2V 2

l − τ2

τ2
u+

V 2
l

τ4
(V 2
l − 2τ2) − V 4

l

uτ4
(1 − 2K2

y )
2.

Autrement dit, u est une racine positive du polynôme S défini par (8.6). Le lemme 8.4.3 nous
permet alors d’affirmer que u appartient à [0, 1]. Comme u = (2a1 − 1)2 = (2a2 − 1)2, cela
entrâıne a2 ≤ 1. Par conséquent, on a :

a1 ∈ [0,
1
2
] et a2 ∈ [

1
2
, 1],

ce qui prouve la proposition puisque, pour tout j dans {1..4}, ωlj = idνlj . �

On peut alors énoncer un résultat de stabilité pour le modèle considéré.

Proposition 8.4.5 Le système PML (8.2) est stable et on a

∀ω /P (ω) = 0, 0 ≤ Imω ≤ d.

Preuve. Cela résulte directement des propositions 1.2.8 et 8.4.4 puisque les racines de P sont
0, id, {ωpj }j=1..4 et {ωsj}j=1..4. �
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8.5 Modèle discret

On utilise maintenant le schéma aux différences finies en quinconce introduit par Madriaga
[100] et Virieux [130] pour la discrétisation en espace du modèle précédent. En éliminant la
variable temps, le modèle discret s’écrit :



(vx)l,j = (vxx)l,j + (vyx)l,j ,

(iω + dl)(vxx)l,j =
(σxx)l+ 1

2
,j − (σxx)l− 1

2
,j

ρh
,

iω(vyx)l,j =
(σxy)l,j+ 1

2
− (σxy)l,j− 1

2

ρh
;



(vy)l+ 1
2
,j+ 1

2
= (vxy )l+ 1

2
,j+ 1

2
+ (vyy)l+ 1

2
,j+ 1

2
,

(iω + dl+ 1
2
)(vxy )l+ 1

2
,j+ 1

2
=

(σxy)l+1,j+ 1
2
− (σxy)l,j+ 1

2

ρh
,

iω(vyy)l+ 1
2
,j+ 1

2
=

(σyy)l+ 1
2
,j+1 − (σyy)l+ 1

2
,j

ρh
;


(σxx)l+ 1

2
,j = (σxxx)l+ 1

2
,j + (σyxx)l+ 1

2
,j,

(iω + dl+ 1
2
)(σxxx)l+ 1

2
,j = (λ+ 2µ)

(vx)l+1,j − (vx)l,j
h

,

iω(σyxx)l+ 1
2
,j = λ

(vy)l+ 1
2
,j+ 1

2
− (vy)l+ 1

2
,j− 1

2

h
;


(σyy)l+ 1

2
,j = (σxyy)l+ 1

2
,j + (σyyy)l+ 1

2
,j ,

(iω + dl+ 1
2
)(σxyy)l+ 1

2
,j = λ

(vx)l+1,j − (vx)l,j
h

,

iω(σyyy)l+ 1
2
,j = (λ+ 2µ)

(vy)l+ 1
2
,j+ 1

2
− (vy)l+ 1

2
,j− 1

2

h
;


(σxy)l,j+ 1

2
= (σxxy)l,j+ 1

2
+ (σyxy)l,j+ 1

2
,

(iω + dl)(σxxy)l,j+ 1
2

= µ
(vy)l+ 1

2
,j+ 1

2
− (vy)l− 1

2
,j+ 1

2

h
,

iω(σyxy)l,j+ 1
2

= µ
(vx)l,j+1 − (vx)l,j

h
.

Le paramètre h désigne le pas de discrétisation, que l’on choisit identique dans les deux
directions de l’espace (h = ∆x = ∆y).
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8.6 Calcul des coefficients de réflexion

Afin d’analyser l’influence de la couche absorbante et dans le but d’optimiser éventuellement
son action, on va associer au modèle PML des coefficients de réflexion discrets. Le calcul d’un
coefficient de réflexion repose sur une analyse du modèle par ondes planes, ce qui revient à
chercher des solutions particulières du modèle discret sous la forme :

(V α)l+ 1
2
,j+ 1

2
= (V̂ α)l+ 1

2
exp[−iky(j +

1
2
)h+ iωt], (8.14)

avec

V α =
[
vαx
vαy

]
, α = x, y et (V̂ )l+ 1

2
= (V̂ x)l+ 1

2
+ (V̂ y)l+ 1

2
.

Après avoir éliminé σ du schéma discret, on injecte les expressions (8.14) dans les équations
obtenues. On obtient successivement :

(i) pour vx :

(v̂x)l =
λ+ 2µ

ρh2(iω + dl)

(
(v̂x)l+1 − (v̂x)l
iω + dl+ 1

2

− (v̂x)l − (v̂x)l−1

iω + dl− 1
2

)

+ 4 sin2(
kyh

2
)

µ

ρω2h2
(v̂x)l + 2 sin(

kyh

2
)

λ+ µ

ωρh2(iω + dl)

(
(v̂y)l− 1

2
− (v̂y)l+ 1

2

)
, (8.15)

(ii) pour vy :

(v̂y)l+ 1
2

=
µ

ρh2(iω + dl+ 1
2
)

(
(v̂y)l+ 3

2
− (v̂y)l+ 1

2

iω + dl+1
−

(v̂y)l+ 1
2
− (v̂y)l− 1

2

iω + dl

)

+ 4 sin2(
kyh

2
)
λ+ 2µ
ρω2h2

(v̂y)l+ 1
2

+ 2 sin(
kyh

2
)

λ+ µ

ωρh2(iω + dl+ 1
2
)

((v̂x)l − (v̂x)l+1) . (8.16)

On cherche ensuite des solutions particulières de (8.15) et (8.16) de la forme :
– Ondes P (compression) :

(V̂ )q = �dpe
−ikxqh +Rpp�d

r
pe
ikxqh +Rps�d

r
se
ikxqh pour q = l, l + 1

2 ≤ 0,

(V̂ )q = Tpp�d
t
pe

−ik̃xqh + Tps�d
t
se

−ik̃xqh pour q = l, l + 1
2 ≥ 0,

(8.17)

avec

�dp =
[

cos θ
sin θ

]
, �drp =

[ − cos θ
sin θ

]
, �drs =

[ − sin θ2
cos θ2

]
,

�dtp =
[

cos θ3
sin θ3

]
et �dts =

[ − sin θ4
cos θ4

]
,
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– Ondes S (cisaillement) :
(V̂ )q = �dse

−ikxqh +Rss�d
r
se
ikxqh +Rsp�d

r
pe
ikxqh pour q = l, l + 1

2 ≤ 0,

(V̂ )q = Tss�d
t
se

−ik̃xqh + Tsp�d
t
pe

−ik̃xqh pour q = l, l + 1
2 ≥ 0.

(8.18)

avec

�ds =
[ − sin θ

cos θ

]
, �drs =

[
sin θ
cos θ

]
, �drp =

[
cos θ2
sin θ2

]
,

�dts =
[ − sin θ3

cos θ3

]
et �dtp =

[
cos θ4
− sin θ4

]
.

Notons que la couche absorbante est localisée en q = 0.
Dans chacun des deux cas, on vérifie facilement les relations suivantes :

∀q = l, l +
1
2
≤ −1 (V̂ )q+1 − 2(V̂ )q + (V̂ )q−1 = −4 sin2(

kxh

2
)(V̂ )q,

∀q = l, l +
1
2
≥ 1 (V̂ )q+1 − 2(V̂ )q + (V̂ )q−1 = −4 sin2(

k̃xh

2
)(V̂ )q.

8.6.1 Relation de dispersion dans le milieu physique

On cherche maintenant à établir la relation de dispersion vérifiée par (kx, ky) dans le
milieu physique, ce qui correspond au cas l ≤ −1. Dans ce cas, les équations (8.15) et (8.16)
se réduisent à :

(v̂x)l = −λ+ 2µ
ρh2ω2

[
(v̂x)l+1 − 2(v̂x)l + (v̂x)l−1

]
+ 4 sin2(

kyh

2
)

µ

ρh2ω2
(v̂x)l

+ 2i sin(
kyh

2
)
λ+ µ

ρh2ω2

[
(v̂y)l+ 1

2
− (v̂y)l− 1

2

]
,

(v̂y)l+ 1
2

= − µ

ρh2ω2

[
(v̂y)l+ 3

2
− 2(v̂y)l+ 1

2
+ (v̂y)l− 1

2

]
+ 4 sin2(

kyh

2
)
λ+ 2µ
ρh2ω2

(v̂y)l+ 1
2

+ 2i sin(
kyh

2
)
λ+ µ

ρh2ω2

[
(v̂x)l+1 − (v̂x)l

]
.
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En considérant que l’onde est de la forme (8.17) ou (8.18), on obtient les relations :

(v̂x)l =
4

ρh2ω2

[
(λ+ 2µ) sin2(

kxh

2
) + µ sin2(

kyh

2
)
]
(v̂x)l

+ 2i sin(
kyh

2
)
λ+ µ

ρh2ω2

[
(v̂y)l+ 1

2
− (v̂y)l− 1

2

]
, (8.19)

(v̂y)l+ 1
2

=
4

ρh2ω2

[
µ sin2(

kxh

2
) + (λ+ 2µ) sin2(

kyh

2
)
]
(v̂y)l+ 1

2

+ 2i sin(
kyh

2
)
λ+ µ

ρh2ω2

[
(v̂x)l+1 − (v̂x)l

]
. (8.20)

On exprime alors (v̂y)l+ 1
2
− (v̂y)l− 1

2
à l’aide de (8.20) et on remplace cette quantité dans

(8.19) ; on obtient :

(v̂x)l =
[
A− 4

B2

1 − C
sin2(

kxh

2
)
]
(v̂x)l,

avec

A =
4

ρh2ω2

[
(λ+ 2µ) sin2(

kxh

2
) + µ sin2(

kyh

2
)
]
, B = 2i sin(

kyh

2
)
λ+ µ

ρh2ω2

et C =
4

ρh2ω2

[
µ sin2(

kxh

2
) + (λ+ 2µ) sin2(

kyh

2
)
]
.

On en déduit la relation de dispersion satisfaite par kx et ky dans le milieu physique :

A+ C −AC − 4B2 sin2(
kxh

2
) − 1 = 0.

Étant donné que Vp =
√

λ+2µ
ρ et Vs =

√
µ
ρ , cette relation s’écrit :

− 16
h4ω4

V 2
p V

2
s (Ax +Ay)

2 +
4

h2ω2
(V 2
p + V 2

s ) (Ax +Ay) = 1, (8.21)

avec Ax = sin2(
kxh

2
) et Ay = sin2(

kyh

2
).

En posant X =
Ax +Ay
h2ω2

, on a encore

16V 2
p V

2
s X

2 − 4(V 2
p + V 2

s )X + 1 = 0,

d’où

X = 4V 2
p ou X = 4V 2

s ,

i.e.

Ax +Ay = 4h2ω2V 2
p ou Ax +Ay = 4h2ω2V 2

s .
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8.6.2 Relation de dispersion dans une couche absorbante infinie

Le cas d’une couche absorbante infinie correspond au modèle PML discret avec :

dl = d si l > 0, dl = 0 si l ≤ 0,
dl+ 1

2
= d si l ≥ 0, dl+ 1

2
= 0 si l < 0.

Pour l ≥ 1, les équations (8.15) et (8.16) s’écrivent :

(v̂x)l =
λ+ 2µ

ρh2(iω + d)2
[
(v̂x)l+1 − 2(v̂x)l + (v̂x)l−1

]
+ 4 sin2(

kyh

2
)

µ

ρh2ω2
(v̂x)l

− 2 sin(
kyh

2
)

λ+ µ

ρh2ω(iω + d)

[
(v̂y)l+ 1

2
− (v̂y)l− 1

2

]
,

(v̂y)l+ 1
2

=
µ

ρh2(iω + d)2
[
(v̂y)l+ 3

2
− 2(v̂y)l+ 1

2
+ (v̂y)l− 1

2

]
+ 4 sin2(

kyh

2
)
λ+ 2µ
ρh2ω2

(v̂y)l+ 1
2

− 2 sin(
kyh

2
)

λ+ µ

ρh2ω(iω + d)

[
(v̂x)l+1 − (v̂x)l

]
,

(v̂x)l =
4
ρh2

[
− λ+ 2µ

(iω + d)2
Ãx +

µ

ω2
Ay

]
(v̂x)l

− 2 sin(
kyh

2
)

λ+ µ

ρh2ω(iω + d)

[
(v̂y)l+ 1

2
− (v̂y)l− 1

2

]
,

(v̂y)l+ 1
2

=
4
ρh2

[
− µ

(iω + d)2
Ãx +

λ+ 2µ
ω2

Ay

]
(v̂y)l+ 1

2

− 2 sin(
kyh

2
)

λ+ µ

ρh2ω(iω + d)

[
(v̂x)l+1 − (v̂x)l

]
,

avec Ãx = sin2(
k̃xh

2
). Le raisonnement utilisé dans le paragraphe précédent nous donne la

relation de dispersion dans la PML :

4
λ+ 3µ
ρh2

[
− Ãx

(iω + d)2
+
Ay
ω2

]
− 16
ρ2h4

{
(λ+ 2µ)µ

[ Ã2
x

(iω + d)4
+
A2
y

ω4

]
− [(λ+ 2µ)2 + µ2

] ÃxAy
ω2(iω + d)2

}
− 16

(λ+ µ)2

ρ2h4ω2(iω + d)2
ÃxAy − 1 = 0.

Remarque 8.6.1 On peut aussi déduire directement cette relation du système précédent.

En introduisant le paramètre complexe D := 1 − i
d

ω
, il vient :

− 16
h4ω4

V 2
p V

2
s

(
Ãx
D2

+Ay

)2

+
4

h2ω2
(V 2
p + V 2

s )

(
Ãx
D2

+Ay

)
= 1. (8.22)
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Comme plus haut, on obtient :

Ãx
D2

+Ay = 4h2ω2V 2
p ou

Ãx
D2

+Ay = 4h2ω2V 2
s .

8.6.3 Coefficients de réflexion pour une couche absorbante infinie

Poursuivons notre analyse en déterminant les coefficients de réflexion associés à la couche
absorbante infinie. Notons tout d’abord que (8.17) et (8.18) induisent des relations de conti-
nuité, obtenues en raccordant les champs de vitesse en q = 0. Ainsi, dans le cas d’une onde
P , on dispose de la relation :

Tpp cos θ3 − Tps sin θ4 = cos θ −Rpp cos θ −Rps sin θ2

Tpp sin θ3 + Tps cos θ4 = sin θ +Rpp sin θ +Rps cos θ2
(8.23)

et dans le cas d’une onde S, on a :
−Tss sin θ3 + Tsp cos θ4 = − sin θ +Rss sin θ +Rsp cos θ2

Tss cos θ3 − Tsp sin θ4 = cos θ +Rss cos θ +Rsp sin θ2.
(8.24)

On considère alors les équations (8.15) et (8.16) pour l = 0 et l + 1
2 = 0 respectivement :

(v̂x)0 =
λ+ 2µ
ρh2iω

[
(v̂x)1 − (v̂x)0

iω + d

]
+
λ+ 2µ
ρh2ω2

[(v̂x)0 − (v̂x)−1]

+ 4 sin2(
kyh

2
)

µ

ρh2ω2
(v̂x)0 − 2i sin(

kyh

2
)
λ+ µ

ρh2ω2

[
(v̂y)− 1

2
− (v̂y) 1

2

]
,

(v̂y)0 =
µ

ρh2iω

[
(v̂y)1 − (v̂y)0

iω + d

]
+

µ

ρh2ω2
[(v̂y)0 − (v̂y)−1]

+ 4 sin2(
kyh

2
)
λ+ 2µ
ρh2ω2

(v̂x)0 − 2i sin(
kyh

2
)
λ+ µ

ρh2ω2

[
(v̂x)− 1

2
− (v̂x) 1

2

]
.

(8.25)

On applique ensuite (8.25) au cas d’une onde P et on fait apparâıtre les termes Tpp cos θ3 −
Tps sin θ4 et Tpp sin θ3 + Tps cos θ4 que l’on élimine à l’aide de (8.23). Tous les termes de
transmission sont ainsi écartés et on est ramené à résoudre le système en (Rpp, Rps) :

(M cos θ +N sin θ)Rpp + (M sin θ2 +N cos θ2)Rps = M ′ cos θ +N ′ sin θ

(−N cos θ + P sin θ)Rpp + (−N sin θ2 + P cos θ2)Rps = P ′ sin θ +N ′ cos θ
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avec :

M = (λ+ 2µ)

(
2 sin(k̃x h2 ) exp(−ik̃x h2 )

ρωh2(iw + d 1
2
)

− 2i sin(kx h2 ) exp(−ikx h2 )
ρh2ω2

)
− 4µ sin2(kyh2 )

ρh2ω2
+ 1,

N = 2i sin(
kyh

2
)
(λ+ µ)
ρh2ω2

(
exp(−ik̃xh2 ) − exp(−ikxh2 )

)
,

P = −µ
(

2 sin(k̃x h2 ) exp(−ik̃x h2 )
ρωh2(iw + d 1

2
)

− 2i sin(kx h2 ) exp(−ikx h2 )
ρh2ω2

)
+ 4(λ+ 2µ)

sin2(kyh2 )
ρ2h2ω2

− 1,

M ′ = (λ+ 2µ)

(
2 sin(k̃x h2 ) exp(−ik̃x h2 )

ρωh2(iw + d 1
2
)

+
2i sin(kx h2 ) exp(ikx h2 )

ρh2ω2

)
− 4µ sin2(kyh2 )

ρh2ω2
+ 1,

N ′ = 2i sin(
kyh

2
)
(λ+ µ)
ρh2ω2

(
exp(ikx

h

2
) − exp(−ik̃xh2 )

)
,

P ′ = µ

(
2 sin(k̃x h2 ) exp(−ik̃x h2 )

ρωh2(iw + d 1
2
)

+
2i sin(kx h2 ) exp(ikx h2 )

ρh2ω2

)
− 4(λ+ 2µ)

sin2(kyh2 )
ρ2h2ω2

+ 1.

On en déduit les coefficients de réflexion :

Rpp =
(
(MP +N2) cos(θ + θ2)

)−1[
(M ′P −NN ′) cos θ cos θ2

− (NN ′ +MP ′) sin θ sin θ2 − (MN ′ +M ′N) cos θ sin θ2 + (PN ′ −NP ′) sin θ cos θ2
]
,

Rps =
(
(MP +N2) cos(θ + θ2)

)−1[
(MP ′ + 2NN ′ −M ′P ) cos θ sin θ

+ (MN ′ +M ′N) cos2 θ + (NP ′ −N ′P ) sin2 θ
]
.

On procède de la même manière dans le cas d’une onde S, en éliminant les termes de trans-
mission dans (8.25) grâce à (8.24). On est alors conduit à la résolution du système :

(−M sin θ +N cos θ)Rss + (−M cos θ2 +N sin θ2)Rsp = −M ′ sin θ +N ′ cos θ

(N sin θ + P cos θ)Rss + (N cos θ2 + P sin θ2)Rsp = P ′ cos θ −N ′ sin θ
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On obtient :

Rss =
(
(MP +N2) cos(θ + θ2)

)−1[
(NN ′ +MP ′) cos θ cos θ2

+ (NN ′ −M ′P ) sin θ sin θ2 − (MN ′ +M ′N) sin θ cos θ2 + (PN ′ −NP ′) cos θ sin θ2
]
,

Rsp =
(
(MP +N2) cos(θ + θ2)

)−1[
(M ′P − 2NN ′ −MP ′) cos θ sin θ

+ (MN ′ +M ′N) sin2 θ + (NP ′ − PN ′) cos2 θ
]
.

8.6.4 Coefficients de réflexion pour une couche absorbante de longueur
finie

Une couche de longueur finie est caractérisée par :

(d 1
2
, . . . , dnl− 1

2
) et (d1, . . . , dnl),

où nl représente le nombre de points de discrétisation dans la couche selon la direction x ;
l’épaisseur de la couche est donnée par h × nl. Afin de terminer la couche, on impose des
conditions de Dirichlet homogènes à sa base : (v̂x)nl = (v̂y)nl+ 1

2
= 0. En posant

al = (iω + dl−1)(h2 − 4
µ

ρω2
sin2(

kyh

2
)) − (bl + bl−1),

bl = − λ+ 2µ
ρ(iω + dl− 1

2
)
,

α = 2 sin(
kyh

2
)
λ+ µ

ωρ
,

la relation (8.15) s’écrit :

al+1(v̂x)l + bl+1(v̂x)l+1 + bl(v̂x)l−1 − α(v̂y)l− 1
2

+ α(v̂y)l+ 1
2

= 0.

On a donc :

MVx + AVy =
(
λ+ 2µ
iωρ

(v̂x)−1 + α(v̂y)− 1
2

)
F, (8.26)
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avec

M =



a1 b1 0 0

b1
. . . . . . . . .

0
. . . . . . . . . 0

. . . . . . bnl−1

0 0 bnl−1 anl


, (8.27)

Vx =


(v̂x)0

...

...
(v̂x)nl−1

 , Vy =


(v̂y) 1

2
...
...

(v̂y)nl− 1
2



A =


α 0 0

−α . . . . . .
. . . . . . 0

0 −α α

 et F =


1
0
...
0

 .
De même, en introduisant

cl = (iω + dl− 1
2
)(h2 − 4

λ+ 2µ
ρω2

sin2(
kyh

2
)) − (el + el−1),

el = − µ

ρ(iω + dl)
,

on a :

NVy + BVx =
µ

iωρ
(v̂y)− 1

2
F, (8.28)

avec B = − tA et

N =



c1 e1 0 0

e1
. . . . . . . . .

0
. . . . . . . . . 0

. . . . . . enl−1

0 0 enl−1 cnl


. (8.29)

Le système composé de (8.26) et (8.28) s’écrit :
MVx + AVy = γF

NVy + BVx = δF
(8.30)
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avec γ =
λ+ 2µ
iωρ

(v̂x)−1 + α(v̂y)− 1
2

et δ =
µ

iωρ
(v̂y)− 1

2
.

On déduit alors de (8.30) que Vx et Vy sont solution de :
(I −M−1AN−1B)Vx = γM−1F − δM−1AN−1F,

(I −N−1BM−1A)Vy = δN−1F − γN−1BM−1F.
(8.31)

Nous avons introduit les inverses des matrices M et N sans avoir établi leur existence. On
montre que, sous certaines conditions sur (dnl , dnl− 1

2
) et pour h assez petit, ces deux matrices

sont inversibles. Sous ces mêmes hypothèses, les matrices

K := I −M−1AN−1B et L := I −N−1BM−1A (8.32)

sont aussi inversibles. Pour ne pas alourdir la rédaction, nous ne développons pas ici les
démonstrations. Nous renvoyons au paragraphe 8.6.5 pour une preuve de ces résultats. Ces
conditions étant satisfaites, le système (8.31) est équivalent à :

Vx = γK−1M−1F − δK−1M−1AN−1F,

Vy = δL−1N−1F − γL−1N−1BM−1F.

Ce système nous donne directement :
(v̂x)0 = tFK−1M−1(γI − δAN−1)F,

(v̂y) 1
2

= tFL−1N−1(δI − γBM−1)F.
(8.33)

Les expressions (8.33) vont maintenant nous permettre de déterminer les coefficients de
réflexion pour chaque type d’onde. Dans le cas d’une onde P , (8.33) s’écrit sous la forme
du système

cos θ −Rpp cos θ −Rps sin θ2 = tFK−1M−1(γI − δAN−1)F

(Tpp sin θ3 + Tps cos θ4) exp(−ik̃x h2 ) = tFL−1N−1(δI − γBM−1)F

dans lequel on injecte la relation de continuité (8.23). Les coefficients de réflexion Rpp et Rps
sont ainsi solution de :

Rpp cos θ +Rps sin θ2 = cos θ + tFK−1M−1(δAN−1 − γI)F

Rpp sin θ +Rps cos θ2 = − sin θ + exp(ik̃x h2 ) tFL−1N−1(δI − γBM−1)F,

ce qui entrâıne :

Rpp = cos(θ + θ2)−1
[
cos(θ − θ2) + cos θ2 tFK−1M−1(δAN−1 − γI)F

+ sin θ2 exp(ik̃x
h

2
) tFL−1N−1(γBM−1 − δI)F

]
,

Rps = cos(θ + θ2)−1
[
− sin 2θ + cos θ exp(ik̃x

h

2
) tFL−1N−1(δI − γBM−1)F

+ sin θ tFK−1M−1(γI − δAN−1)F
]
.
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De la même manière, pour une onde incidente S, on écrit (8.33) en tenant compte de (8.24),
ce qui donne :

Rss sin θ +Rsp cos θ2 = sin θ + tFK−1M−1(γI − δAN−1)F

Rss cos θ +Rsp sin θ2 = − cos θ + exp(ik̃x h2 ) tFL−1N−1(δI − γBM−1)F.

On obtient les coefficients de réflexion numériques :

Rss = cos(θ + θ2)−1
[
− cos(θ − θ2) + cos θ2 exp(ik̃x

h

2
) tFL−1N−1(δI − γBM−1)F

+ sin θ2 tFK−1M−1(δAN−1 − γI)F
]
,

Rsp = cos(θ + θ2)−1
[
sin 2θ + cos θ tFK−1M−1(γI − δAN−1)F

+ sin θ exp(ik̃x
h

2
) tFL−1N−1(γBM−1 − δI)F

]
.

Remarque 8.6.2 Comme B = − tA les formules précédentes s’écrivent aussi :



Rpp = cos(θ + θ2)−1
[
cos(θ − θ2) + cos θ2 tFK−1M−1(δAN−1 − γI)F

− sin θ2 exp(ik̃x h2 ) tFL−1N−1(γ tAM−1 + δI)F
]
,

Rps = cos(θ + θ2)−1
[
− sin 2θ + cos θ exp(ik̃x

h

2
) tFL−1N−1(δI + γ tAM−1)F

+ sin θ tFK−1M−1(γI − δAN−1)F
]
,

Rss = cos(θ + θ2)−1
[
− cos(θ − θ2) + cos θ2 exp(ik̃x

h

2
) tFL−1N−1(δI + γ tAM−1)F

+ sin θ2 tFK−1M−1(δAN−1 − γI)F
]
,

Rsp = cos(θ + θ2)−1
[
sin 2θ + cos θ tFK−1M−1(γI − δAN−1)F

− sin θ exp(ik̃x h2 ) tFL−1N−1(γ tAM−1 + δI)F
]
.

(8.34)
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8.6.5 Complément : inversibilité des matrices M, N , K et L
Nous terminons cette partie en démontrant, sous certaines conditions, l’inversibilité des

matrices M, N , K et L définies par (8.27), (8.29) et (8.32). Pour cela, nous allons utiliser le
résultat établi au chapitre 1 (proposition 1.4.1) ainsi que des résultats classiques d’algèbre que
nous rappelons ci-dessous [66]. On munit Mk(C) d’une norme N et on note Glk(C) l’ensemble
des matrice inversibles de Mk(C).

Proposition 8.6.3 Glk(C) est un ouvert de Mk(C).

Remarque 8.6.4 La proposition 8.6.3 n’est que l’application à la dimension finie d’un résultat
plus général. En effet, l’ensemble des endomorphismes continus et inversibles d’un espace de
Banach E est un ouvert de l’algèbre Lc(E) des endomorphismes continus.

Lemme 8.6.5 Soit X = X(h) une matrice de Mk(C) dépendant continûment du paramètre
réel h. On suppose que X(0) est inversible. Alors, X est inversible pour h assez petit.

Preuve. D’après la proposition 8.6.3, il existe r > 0 tel que Y appartient à Glk(C) pour
N(X(0) − Y ) < r. Mais, pour h assez petit, on a N(X(0) −X(h)) < r. �

Les matrices M, N , K et L dépendent continûment du paramètre h ≥ 0. Nous allons établir
que ces matrices sont inversibles pour h = 0, ce qui montrera, grâce au lemme 8.6.5, qu’elles
le sont pour h assez petit.
Nous supposons, dans un premier temps, que M et N sont inversibles. Alors, les matrices
K et L sont bien définies. Par ailleurs, comme A est la matrice nulle pour h = 0, on a :
K(h = 0) = L(h = 0) = I et ces deux matrices sont inversibles.
Il reste donc à prouver que, sous certaines conditions, les matrices M et N sont inversibles
pour h = 0. Nous traitons uniquement le cas de M, le raisonnement étant le même pour la
matrice N . Nous avons :

M(h = 0) =



ã1 b1 0 0

b1
. . . . . . . . .

0
. . . . . . . . . 0

. . . . . . bnl−1

0 0 bnl−1 ãnl


, (8.35)

avec :

∀j ∈ {1, · · · , nl}, ãj = aj(h = 0) = −(bj + bj−1),

∀j ∈ {1, · · · , nl − 1}, bj = − λ+ 2µ
ρ(iω + dj− 1

2
)
.

Cette matrice étant de la forme (1.5), la proposition 1.4.1 montre que, si M est inversible, la
matrice symétrique M−1 est donnée par :

(M−1)ij = −bi . . . bj−1
Σi−1(b0, . . . , bi−1)Σnl−j(bj , . . . , bnl)

Σnl(b0, . . . , bnl)
si i ≤ j. (8.36)

En particulier, si

Σnl(b0, . . . , bnl) �= 0, (8.37)

la matrice M est inversible et M−1 est donnée par (8.36). Montrons alors le lemme suivant.
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Lemme 8.6.6 Σnl(b0, . . . , bnl) = 0 si et seulement si dnl− 1
2

= (λ+2µ)Σnl−1(b0,...,bnl−1)

ρ b0,...,bnl−1
− iω.

Preuve. Supposons que l’on ait Σnl(b0, . . . , bnl) = 0. Comme

Σnl(b0, . . . , bnl) = bnlΣnl−1(b0, . . . , bnl−1) + b0 · · · bnl−1,

on a alors

bnlΣnl−1(b0, . . . , bnl−1) + b0 · · · bnl−1 = 0.

Comme les bj sont tous non nuls, cela entrâıne

Σnl−1(b0, . . . , bnl−1) �= 0,

donc

bnl = − b0 · · · bnl−1

Σnl−1(b0, . . . , bnl−1)
.

Comme, par définition, bnl = − λ+2µ
ρ(iω+d

nl− 1
2
) , la relation précédente s’écrit aussi :

dnl− 1
2

=
(λ+ 2µ)Σnl−1(b0, . . . , bnl−1)

ρ b0, . . . , bnl−1
− iω.

Réciproquement, si dnl− 1
2

= (λ+2µ)Σnl−1(b0,...,bnl−1)

ρ b0,...,bnl−1
− iω, on a :

1
bnl

=
Σnl−1(b0, . . . , bnl−1)

b0, . . . , bnl−1
,

donc bnlΣnl−1(b0, . . . , bnl−1) + b0 · · · bnl−1 = 0 i.e. Σnl(b0, . . . , bnl) = 0. �

Maintenant, pour (b0, . . . , bnl−1) fixé, notons snl la quantité introduite au lemme 8.6.6 :

snl =
(λ+ 2µ)Σnl−1(b0, . . . , bnl−1)

ρ b0, . . . , bnl−1
− iω (8.38)

Le lemme 8.6.6 montre donc que, si on choisit dnl− 1
2

différent de snl, on a Σnl(b0, . . . , bnl) �= 0
et la matrice M(h = 0) est inversible. Nous avons donc établi le résultat suivant.

Proposition 8.6.7 Soit (d 1
2
, . . . , dnl− 3

2
) quelconque et dnl− 1

2
différent de snl. Alors, la ma-

trice M est inversible pour h assez petit.

Remarque 8.6.8 On applique le même raisonnement à la matrice N : pour (d1, . . . , dnl−1)
quelconque et dnl différent d’une valeur tnl (dépendant de (e0, . . . , enl−1)), la matrice N est
inversible pour h suffisamment proche de 0.
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8.7 Optimisation du comportement du modèle PML discret à
incidence rasante

8.7.1 Problématique

Un problème récurrent dans le contexte de l’utilisation d’un modèle PML discret pour les
équations de Maxwell ou pour l’équation de l’élastodynamique est le fait que le coefficient de
réflexion n’est plus nul après discrétisation, mais surtout qu’il se dégrade à incidence rasante
(voir par exemple [42]). Dans ce cas, une quantité non négligeable d’énergie est renvoyée dans
le domaine de calcul sous forme d’ondes réfléchies parasites.

Pour étudier ce problème, Collino et Monk [42] ont calculé analytiquement le coefficient
de réflexion numérique d’un schéma discret pour les équations de Maxwell (en l’occurrence
pour une grille de différences finies en quinconce bidimensionnelle classique). Ensuite, ils ont
sommé les valeurs de ce coefficient discret pour différents angles d’incidence (entre incidence
normale et incidence rasante, c’est-à-dire pour 90 degrés, 89, 88, ..., 3, 2 et 1 degré). Enfin, ils
ont utilisé un algorithme de moindres carrés pour optimiser le profil d’amortissement discret d
en chaque point de la grille de différences finies dans la PML afin de minimiser globalement la
quantité d’énergie renvoyée dans le milieu. Cela revient à rendre le comportement du modèle
PML discret moins bon à incidence proche de la normale (où il est presque parfait) dans le
but de le rendre meilleur à incidence rasante (où il est mauvais).

Le but de notre calcul analytique ci-dessus (formules (8.34)) était le même : nous souhai-
tions utiliser ensuite une technique de moindres carrés afin de minimiser globalement l’énergie
renvoyée dans le milieu sous forme d’ondes P et/ou S parasites, ceci pour toute la plage
d’angles d’incidence possibles, en échantillonnant cette plage tous les degrés entre 1 et 90.
Cependant, nous avons finalement abandonné cette approche pour les deux raisons que nous
exposons maintenant.

Tout d’abord, la situation en élastodynamique est plus compliquée que pour les équations
de Maxwell étudiées dans [42] car il existe deux types d’ondes de volume possibles (ondes P
de compression-dilatation et ondes S de cisaillement). De ce fait, il y a quatre coefficients de
réflexion discrets : Rpp, Rps, Rsp, et Rss. Il n’est alors pas facile de décider quel coefficient
optimiser, ni de s’assurer que le fait d’en optimiser un ne va pas dégrader les autres. Il
est difficile d’envisager d’optimiser les quatre simultanément car nous ne contrôlons pas la
quantité d’énergie qui arrive sur le bord PML indépendamment sous forme d’ondes planes P
et d’ondes planes S. Nous pourrions songer à optimiser la moyenne arithmétique des quatre
coefficients, mais cela n’est pas du tout réaliste d’un point de vue géophysique. En effet, le
résultat d’une telle approche ne serait pas toujours optimal lorsque la source sismique et/ou le
milieu varieraient puisque les différents types de failles pouvant générer des tremblements de
terre n’émettent pas la même quantité d’énergie sous forme de compression et de cisaillement.
Ces quantités varient en effet très fortement en fonction du diagramme de radiation de la
source. Par ailleurs, la quantité d’énergie qui arrive au cours du temps sur le bord d’un
milieu géophysique varie également en fonction de la nature du milieu géologique considéré,
par exemple en fonction des contrastes de vitesses sismiques dans ce milieu. Enfin, dans le
cas d’un milieu géophysique réaliste, c’est-à-dire possédant une surface libre, il existe un
troisième type d’ondes, les ondes de surface (appelées ondes de Rayleigh ou de Love suivant
leur polarisation) qui dans certains cas (par exemple en sismologie globale) transportent une
grande quantité d’énergie. Ainsi, ces ondes devraient être également prises en compte dans
le cadre d’un tel processus d’optimisation des coefficients du profil d’amortissement dans la
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PML. Or, ces ondes ne sont pas incluses dans notre calcul des coefficients de réflexion de la
partie 8.6.

Par ailleurs, au cours de notre travail sur le calcul analytique du coefficient de réflexion,
nous avons découvert dans la littérature que, dans le cas des équations de Maxwell, une autre
approche introduite par [91] et [114] existe et qu’elle semble très efficace. Il nous a donc paru
tentant et intéressant d’essayer de l’adapter au cas de l’élastodynamique. Cette approche
consiste à modifier la transformation de coordonnées complexe utilisée classiquement dans
la PML (voir par exemple [43]) pour y introduire un terme dépendant de la fréquence qui
implémente un filtre de type Butterworth dans la couche. Pour les ondes dont l’incidence est
proche de la normale, la présence d’un tel filtre ne change rien, l’absorption étant déjà quasi
parfaite. En revanche, pour les ondes rasantes, qui pour des raisons géométriques pénètrent
peu en profondeur dans la PML mais qui y parcourent un trajet plus long dans la direction
parallèle à celle-ci, le fait d’ajouter un tel filtre va atténuer fortement ces ondes et les empêcher
de ressortir de la PML avec une énergie importante. Une telle approche a été introduite pour
l’application des PML aux équations de Maxwell [91] et sa mise en œuvre a été rendue
beaucoup plus directe dans le cas du schéma de différences finies de Yee [132] dans [114]. Une
idée assez similaire a été utilisée très récemment en élastodynamique [57] dans le contexte
d’une formulation variationnelle fondée sur la méthode des éléments spectraux.

À la lumière de ces travaux, nous avons donc décidé d’abandonner l’optimisation par
moindres carrés de [42] et d’essayer plutôt de suivre l’approche de [114] en l’adaptant au
cas des équations de l’élastodynamique écrites sous forme différentielle en vitesse et tenseur
des contraines et discretisées par la méthode de différences finies en quinconce en espace et
en temps de [100] et [130], schéma numérique qui est également utilisé dans le modèle PML
splitté classique de [43].

À cet égard, nous présentons ci-dessous des résulats de cette nouvelle approche appelée
Convolution-PML (C-PML) obtenus récemment en collaboration avec Dimitri Komatitsch et
Roland Martin dans le cas bidimensionnel. La technique est fondée sur l’écriture du modèle
PML sous forme de convolution en temps et l’introduction de variables à mémoire permet de
ne pas avoir à stocker explicitement tout le passé de l’état du milieu pour pouvoir effectuer la
convolution, mais plutôt de calculer celle-ci de manière récursive comme suggéré dans [97] et
amélioré dans [114]. Notons que l’idée de variables à mémoire est assez similaire à celle utilisée
en modélisation numérique en géophysique pour modéliser l’atténuation (viscoélasticité) dans
l’équation des ondes sismiques (voir par exemple [134], [49] et [81]). Remarquons qu’à la
différence du schéma classique de [43], cette approche présente l’avantage de ne pas être
splittée, c’est-à-dire que son implémentation dans des codes de différences finies existants
(sans PML) est beaucoup plus facile car la partie principale de ces codes reste inchangée. En
effet, comme nous n’avons pas besoin de splitter les différentes inconnues v et σ, il n’y a pas
à modifier la structure des boucles calculant ces tableaux. Il suffit d’ajouter un tableau pour
stocker chacune de ces variables à mémoire (dans la PML seulement et pas dans le domaine
de calcul lui-même où le coefficient d’amortissement est nul), et une boucle sur chacune des
variables à mémoire, ce qui est aisé.
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8.7.2 Présentation de la méthode C-PML

Comme nous l’avons détaillé en introduction de ce travail, la méthode PML peut être vue
comme un changement de coordonnées (voir par exemple [42, 43]). Dans le cas d’une couche
PML située suivant l’axe des x, on remplace ∂x par :

∂�x =
iω

iω + dx
∂x,

où dx ≥ 0 représente le profil d’amortissement dans la couche PML. Autrement dit, on a :

∂�x =
1
sx
∂x,

avec :

sx =
iω + dx
iω

= 1 +
dx
iω
.

L’idée de la technique C-PML, introduite par [91] et reprise par [114], consiste simplement à
faire un choix plus général pour sx, en introduisant non seulement le profil d’amortissement
dx mais aussi deux autres variables αx ≥ 0 et κx ≥ 1 telles que :

sx = κx +
dx

αx + iω
.

Dans le cas particulier où κx = 1 et αx = 0, on retrouve la formulation PML classique.
Comme le changement de coordonnées dépend de la fréquence, nous retrouvons, en repassant
en temps, une convolution en temps sur chaque dérivée spatiale modifiée. En notant s̄x(t) la
transformée de Fourier inverse de 1

sx
, ∂x est remplacé par [114] :

∂�x = s̄x(t) ∗ ∂x.
À l’aide du logiciel Maple, on obtient la valeur de s̄x :

s̄x(t) =
δ(t)
κx

− dx
κ2
x

Y (t)e−(dx/κx+αx)t,

où δ(t) et Y désignent respectivement la distribution de Dirac et la fonction de Heaviside. Si
nous notons :

ζx(t) = −dx
κ2
x

Y (t)e−(dx/κx+αx)t, (8.39)

nous voyons que ∂x est finalement changé en :

∂�x =
1
κx
∂x + ζx(t) ∗ ∂x.

Le premier de ces deux termes est facile à traiter dans un code numérique existant : il suffit
de diviser la dérivée spatiale calculée par κx. Afin de pouvoir calculer le second terme dans
le cadre d’un schéma discret en quinconce en temps, supposons que nous ayons discrétisé le
temps en N pas de temps de durée ∆t. Le terme de convolution calculé au pas de temps n
peut alors s’écrire :

(ζx ∗ ∂x)n =
∫ n∆t

0
∂x(n∆t− τ) ζx(τ) dτ.
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Comme dans [97], nous supposons que ∂x varie peu au cours d’un même pas de temps et peut
donc y être considéré comme constant en première approximation. D’un point de vue physique,
cette hypothèse est justifiée car le pas de temps est petit devant la durée caractéristique des
phénomenes mis en jeu. Sachant que les conditions initiales sont nulles, nous avons alors :

(ζx ∗ ∂x)n �
N−1∑
m=0

Zx(m) (∂x)
n−m (8.40)

avec :

Zx(m) =
∫ (m+1)∆t

m∆t
ζx(τ) dτ.

Compte tenu de (8.39), nous obtenons donc :

Zx(m) = −dx
κ2
x

∫ (m+1)∆t

m∆t
e−( dx

κx
+αx)τ dτ = axe

−( dx
κx

+αx)m∆t, (8.41)

avec :

bx = e−( dx
κx

+αx)∆t et ax =
dx

κx(dx + κxαx)
(bx − 1) . (8.42)

D’un point de vue numérique, l’évaluation du terme de convolution écrit sous la forme (8.40)
est coûteuse car elle nécessite, à chaque pas de temps, une somme sur tous les instants passés
(somme sur l’indice m). Heureusement, en raison de la forme exponentielle simple du terme Zx
dans (8.41), cette somme peut être effectuée grâce à la technique de la convolution récursive
en introduisant une variable à mémoire ψx mise à jour à chaque pas de temps, comme l’ont
remarqué [97] :

N−1∑
m=0

Zx(m) (∂x)
n−m = ψnx ,

où l’évolution en temps de ψx est régie par la relation :

ψnx = bxψ
n−1
x + ax (∂x)

n . (8.43)

Cette approche est idéale d’un point de vue numérique car elle requiert un temps de calcul
quasiment négligeable et nécessite le stockage d’un seul tableau supplémentaire en mémoire.
En résumé, d’un point de vue pratique, la mise en œuvre de la technique C-PML dans un
code de différences finies existant (sans PML) est très simple. En effet, il suffit de remplacer
chaque dérivée spatiale ∂x par 1

κx
∂x + ψx et de mettre à jour ψx au cours du temps grâce

à (8.43). La même approche peut évidemment être utilisée pour implémenter des couches
C-PML suivant les autres directions de l’espace (y ou z). Notons qu’il n’y a aucun traitement
particulier à effectuer dans les coins de la grille : les contributions ψx, ψy et ψz provenant des
couches PML situées suivant x, y et z respectivement se somment simplement.
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8.7.3 Résultats numériques

Nous présentons maintenant les résultats numériques obtenus en deux dimensions. Les cinq
variables vx, vy, σxx, σyy et σxy ainsi que les variables à mémoire implémentant la convolution
récursive sont discrétisées selon la grille en quinconce classique de [100] et [130] représentée
sur la figure 8.3.

On considère un modèle homogène de 1810 m sur 6410 m représentant un domaine beau-
coup plus haut que large (tranche fine) afin de favoriser la propagation d’ondes à incidence
rasante, qui constituent le cas, difficile pour la technique PML classique, que nous souhaitons
tester. Ce modèle est discrétisé par un maillage comprenant 181 points sur 641 points. Le pas
de discrétisation spatiale est uniforme dans les deux directions et vaut ∆x = ∆y = 10 m. Le
milieu est homogène et possède une vitesse des ondes de compression Vp = 3300 m.s−1, une
vitesse des ondes de cisaillement Vs = Vp/

√
3 � 1905, 2 m.s−1 (c’est-à-dire que le coefficient

de Poisson est égal à 0,25) et une densité ρ = 2800 kg.m−3. Comme l’algorithme d’intégration
en temps repose sur un schéma explicite, le pas de temps ∆t doit vérifier la condition de
stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy [45] :

Vp∆t ≤
√

1
1

∆x2 + 1
∆y2

.

Dans le cas où ∆x = ∆y on a donc Vp∆t
∆x ≤ √1/D, où D est la dimension spatiale du

problème, c’est-à-dire qu’en dimension D = 2 le nombre de Courant maximum théorique est
égal à 1/

√
2 � 0, 707. On choisit ∆t = 2 millisecondes, ce qui correspond à un nombre de

Courant égal à 0,66. On effectue une simulation sur 2 000 pas de temps, soit une durée totale
de 4 secondes.

La source est un vecteur vitesse ponctuel orienté à 135◦ situé en x = 1600 m et y = 4280 m.
Sa variation en temps est décrite par la dérivée première d’une gaussienne de fréquence
dominante f0 = 7 Hz décalée de t0 = 1.2/f0 = 0, 17 seconde par rapport au temps t = 0
afin d’avoir des conditions initiales nulles. On enregistre l’évolution au cours du temps des
deux composantes du vecteur vitesse en trois points du milieu (x1 = 800 m, y1 = 2300 m),
(x2 = 1500 m, y2 = 2300 m) et (x3 = 1600 m, y3 = 300 m).

Des couches absorbantes sont implémentées sur les quatre côtés du modèle. Elles ont une
épaisseur de 10 points de grille. En suivant les travaux de [63] et [43], on choisit pour le
coefficient d’amortissement dans la PML un profil de la forme dx(x) = d0( xL)N suivant l’axe x
et dy(y) = d0( yL)N suivant l’axe y, où L est l’épaisseur de la couche absorbante, N = 2 et
d0 = − (N+1)Vp log(Rc)

2L � 341, 9, Rc étant le coefficient de réflexion théorique désiré, choisi ici
égal à 0,1 %. Comme dans [114], nous choisissons de faire varier αx et αy de façon linéaire dans
leur couche PML respective entre une valeur maximum αmax à l’entrée de la PML et zéro à son
sommet. Comme dans [57], nous prenons αmax = πf0, où f0 est la fréquence dominante de la
source définie plus haut. La variable κ a été introduite dans [114] essentiellement pour atténuer
les ondes évanescentes en électromagnétisme. Or, nos nombreux tests numériques nous ont
montré qu’en élastodynamique elle ne semble pas jouer un grand rôle. Nous la supprimons
donc ici en choisissant κx = κy = 1. Sur les bords extérieurs de la couche au sommet de la
PML, on impose une condition de Dirichlet sur le vecteur vitesse (v = 0 pour tout t). Notons
qu’il faut prendre garde à bien définir les coefficients ax, bx, ay et by qui régissent l’évolution
des variables à mémoire (équation (8.42)) à la bonne position dans la grille en quinconce
de la figure 8.3. Les coefficients ax et bx doivent être définis au niveau de la maille pour les
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variables à mémoire ψx agissant sur vx et σxy mais au niveau de la demi-maille pour celles
agissant sur vy, σxx et σyy. De même, ay et by doivent être définis au niveau de la maille pour
les variables à mémoire ψy agissant sur vx, σxx et σyy mais au niveau de la demi-maille pour
celles agissant sur vy et σxy. Notons également que dans les coins de la grille les contributions
provenant des termes dans lesquels apparaissent dx et dy s’additionnent simplement. Ainsi,
dans la formulation C-PML, les coins sont traités naturellement sans aucune modification du
code de calcul.

La figure 8.4 représente les instantanés de propagation de la composante vy du vecteur
vitesse à six pas de temps différents pour une simulation avec C-PML. Aucune onde para-
site d’amplitude significative n’est visible, même à incidence rasante. La figure 8.5 représente
l’évolution en temps aux trois points d’enregistrement des deux composantes du vecteur vi-
tesse des résultats numériques avec C-PML, ainsi que leur comparaison à la solution analytique
du problème. Au niveau du premier récepteur, relativement loin de l’entrée de la couche PML
et à incidente non rasante, l’accord est quasiment parfait. Au niveau du second récepteur, à
incidence rasante et assez proche de l’entrée de la couche PML, l’accord reste très bon. Au
niveau du troisième récepteur, dans le cas difficile d’une incidence très rasante, d’une longue
distance de propagation accumulant donc de la dispersion numérique, et d’un récepteur situé
très proche de l’entrée de la couche PML (à exactement 10 points de grille de celle-ci), l’accord
reste très satisfaisant, ce qui souligne l’excellente performance de la condition C-PML.

Nous étudions maintenant la décroissance de l’énergie dans le maillage afin de vérifier l’effi-
cacité du modèle C-PML discret, notamment à incidence rasante. Pour cela, nous représentons
sur la figure 8.6 la décroissance au cours du temps de l’énergie totale E :

E =
1
2
ρ‖v‖2 +

1
2

2∑
i,j=1

σijεij ,

dans l’ensemble du modèle (c’est-à-dire dans le milieu ainsi que dans les quatre couches PML)
pour la simulation presentée sur la figure 8.4. Nous observons qu’entre 0 s et 0,2 s environ, la
source injecte de l’energie dans le milieu. Ensuite, dans un premier temps, l’énergie transportée
par les ondes P , qui sont les plus rapides, est absorbée dans les couches PML. Dans un second
temps, autour d’environ 2,5 s, les ondes S, qui sont les plus lentes, sont absorbées à leur tour.
À partir d’environ 2,5 s, il ne reste plus d’énergie dans le modele visible à cette echelle. Cela
illustre l’efficacité de la technique C-PML, y compris à incidence rasante.

Il nous parâıt également intéressant d’étudier la question de la stabilité du modèle C-PML
aux temps longs. En effet, nous savons que dans de nombreux modèles PML, par exemple
dans le cas des équations de Maxwell, des instabilités faibles ou fortes peuvent se développer
au cours du temps (voir par exemple [3, 21, 74, 23]). Afin d’étudier cette question d’un point
de vue numérique, nous répétons sur la figure 8.7, l’expérience de la figure 8.4 25 fois à la
suite, c’est-à-dire que nous faisons durer la simulation pendant 50 000 pas de temps au lieu
de 2 000 et que nous injectons la même source d’énergie toutes les 4 secondes. Nous obtenons
une figure qui ressemble à la figure 8.6 répétée 25 fois. Le modele C-PML discret est donc
très stable car, même en laissant la simulation se dérouler pendant 50 000 pas de temps, nous
n’observons pas d’instabilités en train de se développer. Le même test effectué sur 100 000
pas de temps (non présenté ici) nous a donné le même résultat.

Afin de rendre encore plus difficile le test numérique d’une onde voyageant à incidence
rasante le long de couches PML dans une grille allongée, nous réduisons maintenant la taille
de la grille dans la direction horizontale à 81 points au lieu de 181 points, en gardant le
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pas de grille inchangé. Ainsi, nous réduisons la taille du modèle physique dans la même
proportion que la grille et nous étudions une tranche extrêmement fine environ huit fois
plus haute que large dans laquelle deux des bords du modèle au lieu d’un sont maintenant
susceptibles de contaminer la solution numérique par des réflexions parasites. Les autres
paramètres de la simulation demeurent inchangés. La figure 8.8 représente les instantanés de
propagation de la composante vy du vecteur vitesse aux mêmes six pas de temps que ci-dessus,
toujours avec C-PML implémenté sur les quatre côtés. De nouveau, aucune onde parasite
d’amplitude significative n’est visible, même à incidence rasante. La figure 8.9 représente
l’évolution en temps des deux composantes du vecteur vitesse aux deux derniers récepteurs
et leur comparaison aux résultats obtenus dans la tranche fine ci-dessus. Les résultats restent
très satisfaisants et pratiquement inchangés par rapport au cas de la tranche plus épaisse, ce
qui souligne l’efficacité de la condition C-PML même dans ce cas très difficile.
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Fig. 8.3 – Grille bidimensionnelle de différences finies en quinconce en espace de [100] et [130] utilisée
classiquement pour discrétiser les équations de l’élastodynamique.
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Fig. 8.4 – Instantanés de propagation de la composante vy du vecteur vitesse 2D pour un modèle
correspondant à une tranche fine avec des conditions C-PML implémentées sur les quatre côtés, aux
pas de temps 300 (en haut), 500, 700, 900, 1 100 et 1 300 (en bas). Nous représentons en rouge ou bleu
(suivant qu’elle est positive ou négative) la composante en chaque point de la grille lorsqu’elle a une
amplitude supérieure à un seuil de 1 % du maximum de l’instantané de propagation concerné. Pour
plus de clarté, les faibles amplitudes ont été artificiellement rehaussées de manière non linéaire. La
croix orange indique la position de la source et les carrés verts indiquent la position des récepteurs
auxquels sont enregistrés les sismogrammes représentés sur la Figure 8.5. Les quatre lignes verticales ou
horizontales orange représentent le bord de chacune des couches PML. Aucune onde parasite d’ampli-
tude significative n’est visible, même à incidence rasante. Les instantanés ont été tournés de 90 degrés
pour des raisons de mise en page.
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Fig. 8.5 – Évolution en temps des deux composantes du vecteur vitesse 2D (vx à gauche, vy à droite)
au premier récepteur (en haut), au second récepteur (au milieu) et au troisième récepteur (en bas) de
la solution exacte du problème (trait plein) et de la solution numérique avec C-PML (trait pointillé).
Au niveau du premier récepteur, relativement loin de l’entrée de la couche PML et à incidence non
rasante, l’accord est quasiment parfait. Au niveau du second récepteur, à incidence rasante et assez
proche de l’entrée de la couche PML, l’accord reste très bon. Au niveau du troisième récepteur, dans le
cas difficile d’une incidence très rasante, d’une longue distance de propagation accumulant donc de la
dispersion numérique, et d’un récepteur situé très proche de l’entrée de la couche PML (à exactement
10 points de grille de celle-ci), l’accord reste très satisfaisant, ce qui souligne la très bonne performance
de la condition C-PML.
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Fig. 8.6 – Décroissance de l’énergie totale au cours du temps dans l’ensemble du modèle (c’est-à-dire
dans le milieu ainsi que dans les quatre couches PML) pour la simulation pr ésentée sur la figure 8.4.
On observe qu’entre 0 s et 0,2 s environ la source injecte de l’énergie dans le milieu. Ensuite, dans un
premier temps, l’énergie transportée par les ondes P , qui sont les plus rapides, est absorbée dans les
couches PML. Dans un second temps, autour d’environ 2,5 s, les ondes S, qui sont les plus lentes, sont
absorbées à leur tour. À partir d’environ 2,5 s, il ne reste plus d’énergie dans le modèle visible à cette
échelle. Cela illustre l’efficacité de la technique C-PML, y compris à incidence rasante.
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Fig. 8.7 – Afin d’étudier la stabilité du modèle C-PML aux temps longs, nous répétons 25 fois à
la suite l’expérience de la figure 8.4, c’est-à-dire que nous faisons durer la simulation pendant 50 000
pas de temps au lieu de 2 000 et que nous injectons la même source d’énergie toutes les 4 secondes.
Nous obtenons une figure qui ressemble à la figure 8.6 répetée 25 fois. Le modèle C-PML discret est
donc très stable car, même en laissant la simulation se dérouler pendant 50 000 pas de temps, nous
n’observons pas d’instabilités en train de se développer.
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Fig. 8.8 – Instantanés de propagation de la composante vy du vecteur vitesse 2D pour un modèle
correspondant à une tranche très fine avec des conditions C-PML implémentées sur les quatre côtés,
aux pas de temps 300 (en haut), 500, 700, 900, 1 100 et 1 300 (en bas). Nous représentons en rouge
ou bleu (suivant qu’elle est positive ou négative) la composante en chaque point de la grille lorsqu’elle
a une amplitude supérieure à un seuil de 1 % du maximum de l’instantané de propagation concerné.
Pour plus de clarté, les faibles amplitudes ont été artificiellement rehaussées de manière non linéaire.
La croix orange indique la position de la source et les carrés verts indiquent la position des récepteurs
enregistrant les sismogrammes représentés sur la figure 8.9. Les quatre lignes verticales ou horizontales
orange représentent le bord de chacune des couches PML. De nouveau, comme dans le cas de la
tranche fine de la figure 8.4, aucune onde parasite d’amplitude significative n’est visible, même à
incidence rasante. Les instantanés ont été tournés de 90 degrés pour des raisons de mise en page.
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Fig. 8.9 – Évolution en temps des deux composantes du vecteur vitesse 2D (vx à gauche, vy à droite)
au niveau du second (en haut) et du troisième récepteur (en bas) de la solution du problème avec
C-PML pour la tranche fine (trait plein) et C-PML pour la tranche très fine (trait pointillé). Les
résultats restent très satisfaisants et pratiquement inchangés, ce qui souligne l’efficacité de la condition
C-PML même ce cas difficile d’une tranche très fine pratiquement huit fois plus haute que large.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié d’un point de vue mathématique différents modèles de
problèmes qui interviennent en géophysique.

La majeure partie de ce travail concerne le système des équations de Maxwell. Tout
d’abord, nous avons étudié un système posé dans un milieu absorbant semi-infini. Nous mon-
trons que le problème admet une unique solution dans un cadre hilbertien et nous construisons
ensuite des conditions aux limites absorbantes adaptées au modèle considéré. En particulier,
nous étudions l’effet du couplage de ce modèle avec la condition de Silver-Müller. Nous ob-
tenons des propriétés mathématiques intéressantes : le caractère bien posé et des résultats
de stabilité en temps long. Par ailleurs, à partir du système précédent, nous construisons un
modèle PML 3D. La formulation fait intervenir des opérateurs pseudo-différentiels. Après avoir
établi que ce modèle est bien un modèle PML, nous étudions ses propriétés mathématiques.
Nous montrons que le problème est bien posé. Nous illustrons ensuite l’efficacité de ce modèle
par des simulations numériques. Enfin, nous avons travaillé sur un modèle PML 2D existant
pour les équations de Maxwell. Nous construisons des conditions aux limites artificielles pour
ce modèle PML, puis nous étudions le caractère bien posé des modèles couplés résultants.
Enfin, nous mesurons l’impact des CLA sur le comportement des champs dans la couche.

La seconde partie de ce travail concerne les équations de l’élastodynamique. Nous avons
étudié les propriétés mathématiques d’un modèle PML 2D existant, puis calculé les coefficients
de réflexion discrets associés au modèle. Le but de ce calcul était d’optimiser l’action de la
PML par une méthode de moindres carrés. Nous avons finalement abandonné cette approche
et nous avons présenté une alternative pour l’optimisation : la méthode C-PML, efficace et
simple à mettre en œuvre. Cette méthode permet d’optimiser l’action de la PML, notamment
à incidence rasante.

Notre travail ouvre la voie à d’autres développements, aussi bien du point de vue théorique
que du point de vue pratique. Tout d’abord, nous pourrions essayer d’appliquer les techniques
utilisées au chapitre 4 pour analyser le comportement en temps de la solution de modèles PML.
Par ailleurs, il serait intéressant de coupler le modèle PML 3D pour les équations de Maxwell
avec des conditions aux limites absorbantes. Il s’agirait, d’une part, de construire des CLA
adaptées au modèle. D’autre part, il serait intéressant d’intégrer ces CLA dans le code PML
que nous avons développé et d’illustrer numériquement leur effet. Enfin, nous souhaiterions
étudier les propriétés mathématiques du modèle C-PML que nous avons présenté au travers
de simulations numériques.
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